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Esipuhe

Kiésilla oleva diplomityd sai alkunsa kesélld 2010 tehdystd tutkimuksesta Aalto-
yliopiston Radiotieteen ja -tekniikan laitoksella. Hofstadterin lain mukaisesti tyohon
kaytetty aika odotetusti ylitti odotukset. TyGssa saatu apu ja henkinen tuki olivat
kuitenkin Radiotieteen ja -tekniikan laitoksen henkevén ilmapiirin huomioon ottaen
odotusten mukaiset.

Erityinen kiitos kuuluu tyon valvojalle, professori Ari Sihvolalle. Tyon mielenkiin-
toinen ja haastava tutkimusaihe oli professori Sihvolan suosittelema. Suuret kiitok-
set kuuluvat myo6s tyon ohjaajalle, TkT Henrik Wallénille, jonka julkaisemattomasta
artikkelista "Electrostatic Response of a Radially Uniaxial Sphere” oli huomattava
apu kirjoitettaessa RU-palloja kisittelevaa lukua. Kiitosta ansaitsee myos Henrik
Kettunen, joka yhdessd Henrik Wallénin kanssa auttoi tarkasteltavan siahkomag-
neettisen ongelman ratkaisemisessa numeerisesti COMSOL Multiphysics -ohjelman
avulla. Kaikille kolmelle kuuluu ldmmin kiitos tyon kirjallista osuutta koskevasta
rakentavasta palautteesta, jonka maara oli huomattava.

Kirjallisen dokumentin laatiminen IXTEX-ympéristossé oli suoraviivaista — aina-
kin runsaan avun jilkeen. Kiitos kuuluu siis Luis Costalle ja Perttu Puskalle, joitten
opinnéytetyopohja KTEX-ymparistod varten oli tyoté laadittaessa korvaamattomaksi
avuksi. Kiitosta ansaitsevat myos Matti Taskinen ja Henrik Wallén, joitten vankku-
maton kokemus dokumenttien laatimisesta IXTEX-ympéristosséd auttoi ratkaisemaan
eteen nousevia ongelmia yksi kerrallaan.

Lopulta haluan kiittda kaikkia niitd ystavia, sukulaisia ja tuttavia, jotka ovat
osoittaneet kiinnostustaan tyoténi kohtaan kysymélla: "Mita ne sellaiset systroop-
piset pallot ovat?”

Otaniemi, 8.6.2011

Tommi Rimpildinen
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Luku 1

Johdanto

Sahkomagnetiikka kukoistaa kaikkialla, missd on valoa. Silméys punertavalle ilta-
taivaalle antaa valittomén esimerkin sahkémagneettisen aallon sironnasta. Kun au-
rinko on ldahelld horisonttia, valonséteet kulkevat maapallon ilmakehéssa pitemméan
matkan tarkkailijan luo kuin auringon ollessa korkealla horisontin yldpuolella. Il-
makehéssd osa auringon valosta absorboituu ilmakehén hiukkasiin ja osa siroaa.
[lmakehén vaikutus auringon valon spektriin riippuu pitkélti ilmakehédn hiukkas-
ten ominaisuuksista. Jos hiukkasten koko on pieni nékyvian valon aallonpituuksiin
nahden, kiy kuten kuvassa 1.1a. Rayleigh-sironta aiheuttaa sen, etté pienet aallon-
pituudet jaavat pois laheltd taivaan rantaa tulevista valonséteistad, mutta taivas on
muilta osin tavallisen sininen. Toisaalta, jos ilmassa on tétd kookkaampia hiukka-
sia esimerkiksi teollisuuden pééstojen vuoksi, Mie-sironta vaikuttaa valon spektriin

(a) Pohjois-Norja, 2008 (b) Ganzhou, 2009

Kuva 1.1: Arkielamén esimerkki séhkdmagneettisen kentén sironnasta. Taivaan vé-
ri auringon laskiessa riippuu ilmakehéan hiukkasten mittasuhteista. Rayleigh-sironta
on hallitseva silloin, kun sirottajat ovat halkaisijaltaan alle 50 nm. Silloin ainostaan
taivaanranta on punertava. Jos sirottajien koko on nakyvan valon aallonpituuksien
suuruusluokassa, eli noin 600 nm, Mie-sironta on voimakasta. Silloin koko taivas
muuttuu punertavaksi. Kuvat julkaistaan valokuvaajien Thomas Laupstad ja Mar-
kus Bahlmann suosiollisella luvalla.



olennaisesti (Bohren & Huffman, 1983). Mie-sironta aiheuttaa sen, ettd taivaasta
tulee kauttaaltaan punainen, kuten kuvassa 1.1b. Aihetta tarkastellaan ldhemmin
luvussa 2.5.

Sahkostatiikan sirontaongelma on erikoistapaus, jossa aallonpituus on sirottajan
kokoon nadhden &areton. Luonnossa ei esiinny taysin staattisia sahkokenttia, mut-
ta riittdvan hitaasti muuttuva sdhkokentté on olennaisesti staattisen kaltainen. Sah-
kostatiikka on siéhkomagneettisen teorian osa-alue, jossa aikaderivaattojen oletetaan
menevan nollaan. Statiikassa kytkeytyminen sidhkokenttien ja magneettikenttien va-
lilla katoaa. S&hko- ja magneettikenttien vélisen kytkoksen katoaminen helpottaa
merkittavasti laskutoimituksia, silla ratkaistavaksi jaa pienempi méara tuntematto-
mia, kuin mikd dynamiikassa olisi tarpeen. Erona dynamiikkaan ndhden on se, etta
statiikassa riittdd usein ratkaista skalaariarvoinen potentiaalifunktio, kun dynamii-
kassa tarvittaisiin lisdksi vektoriarvoinen potentiaalifunktio.

Tarkasteltaessa sédhkostaattista sirontaa tarvitaan kayttokelpoinen mittari ku-
vaamaan sironnan voimakkuutta. Kaukana sirottajasta, niin kutsutussa kaukoken-
tassa, kappaleen vastekenttd muistuttaa likimain dipolin, eli kahden hyvin ldhel-
le toisiaan tuodun séhkdvarauksen, aiheuttamaa kenttdd. Sirottajan voi siis korva-
ta dipolilla siten, ettd sdhkokenttd sdilyy likimain muuttumattomana. Sirottajan
korvaamaan tarvittavan dipolin voimakkuutta suhteessa herdtekentin voimakkuu-
teen kutsutaan polarisoituvuudeksi. Kaukokentéssé polarisoituvuus kertoo sirotta-
jan ominaisuuksista kaiken olennaisen.

Aineen kayttdytymistd sdhkdmagneettisessa kentéssé pystytddn tarkastelemaan
kahdesta eri ndkdkulmasta. Joskus tavoitteena on tutkia sita, kuinka véliaine reagoi
mikroskooppisella tasolla, kun siihen kohdistuu sdhkémagneettinen voima. Aineen
mikroskooppisen rakenteen ja kiyttaytymisen tunteminen ei kuitenkaan ole tarpeen
tutkittaessa viliaineen vaikutusta sidhkomagneettiseen kenttdan, kun kaytetty aal-
lonpituus on riittavin suuri. Kaytettdessa pienid aallonpituuksia véliaineen yksityis-
kohdat alkavat vaikuttaa sdhkomagneettiseen kenttdén, jolloin véliaineen mallinta-
minen monimutkaistuu huomattavasti. (Lindell, 1992.)

Aineen vaikutus sihkomagneettiseen kenttédén voi riippua kentén polarisaatiosta.
Silloin ainetta kutsutaan anisotrooppiseksi. Anisotrooppisen kiyttaytymisen aiheut-
taa tavallisesti epdsymmetrisyys aineen mikroskooppisessa rakenteessa. Esimerkiksi
puun runko on anisotrooppinen, koska puun syyt ovat voimakkaasti suuntautuneita.
Luonnossa on myos kiteitd, jotka ovat muodostuneet suuntautuneista molekyyleista
(Qiu et al., 2010). Suuntautunut kide, kuten puunrunkokin, on anisotrooppinen.

Dyadilaskenta on matemaattinen tyokalu, joka soveltuu anisotrooppisen materi-
aalin tarkastelemiseen erityisen hyvin. Dyadit ovat matriisien ohella yksi tapa esittaa
lineaarinen kuvaus kolmiulotteisesta vektoriavaruudesta itseensé. Avaruudesta ote-
taan kaksi vektoria, jotka yhdistetdan toisiinsa ilman operaatiota. Nain muodostet-
tu pari on uusi matemaattinen konstruktio, jota kutsutaan dyadituloksi. Laskemalla
dyadituloja keskenain yhteen pystytddn muodostamaan lineaarisia kuvauksia, joita
kutsutaan dyadeiksi. Sihkomagnetiikassa ndin muodostettuja lineaarisia kuvauksia
kiytetddn mallintamaan véaliaineen ominaisuuksia.

Tavallisesti véliaineen voi mallintaa kiayttdmalla neljad eri dyadimuotoista va-
liaineparametria. Naméa nelja dyadia eivdt kerro, mitd aineessa tapahtuu kentén



kohdistuessa siihen, mutta ne kuvaavat véliaineen vaikutusta kenttddn. Statiikas-
sa materiaalin kuvaaminen valiaineparametrien avulla yksinkertaistuu. Koska mag-
neettikenttdan ei tarvitse kiinnittda huomiota, dyadimuotoisista véliaineparamet-
reista voidaan jattdd huomiotta sidhko- ja magneettikenttien keskinaisté kytkentéé
kuvaavat kaksi parametria. Lisdksi magneettikenttdd kuvaavan valiaineparametrin
voi jattda huomiotta. Jéljelle jaa yksi ainut dyadimuotoinen véliaineparametri, joka
on viliaineen permittiivisyys. Luonnossa esiintyvilld aineilla permittiivisyysdyadin
komponentit ovat reaalisia ja ne ovat lukuarvoltaan suurempia kuin yksi. Toisaalta,
jos tarkastellaan aikaharmonisia kenttia héviollisessa véliaineessa, permittiivisyyden
arvo on tavallisesti kompleksinen.

Vaikka Maxwellin yhtalot on tunnettu vuodesta 1864, yhtéloitten ratkaiseminen
on yha haastavaa. Edes geometrialtaan yksinkertaisen kappaleen sdhkokentdn rat-
kaiseminen suljetussa muodossa ei aina ole mahdollista. Sahkostatiikassa on kuiten-
kin muutamia erikoistapauksia, joissa kappaleen sdhkokentta pystytddn laskemaan
tarkasti. Téallaisia erikoistapauksia ovat esimerkiksi suora ympyralierio, pallo ja kak-
soispallo. Kentén ratkaiseminen edellyttda tavallisesti, ettd kappaleen rajapinta on
jonkin sellaisen koordinaatiston tasa-arvopinta, jossa Laplacen yht&lé on separoitu-
va. Pallon tapauksessa sellainen koordinaatisto on pallokoordinaatisto. Lierion ta-
pauksessa kiy sylinterikoordinaatisto. (Lebedev & Silverman, 1972.)

Koska sdhkomagneettisen ongelman tarkka ratkaisu on kiytettdvissd vain har-
voin, tarvitaan numeerisia menetelmia. Yleisesti kdytettyjd numeerisia ratkaisu-
menetelmid ovat esimerkiksi elementtimenetelmé (FEM), reunaelementtimenetel-
mé (BEM) ja aika-alueen differenssimenetelmé (FDTD). Laskujen nopeuttamiseksi
sahkomagneettinen ongelma muotoillaan vélilla ensin analyyttisesti muotoon, jossa
numeerisesti ratkaistavat differentiaaliyhtélot ovat alkuperdisid yksinkertaisempia.
Jos yhtalot yksinkertaistuvat merkittavésti, kiytettya menetelméa voi kutsua puo-
lianalyyttiseksi. Koska kaikissa menetelmissa pyritddn mahdollisimman suureen te-
hokkuuteen, ero tavallisen numeerisen menetelmén ja puolianalyyttisen menetelméan
valilla on hailyva.

Tyossa etsitdan sahkostaattisen kentén ratkaisu tapauksessa, jossa anisotrooppi-
nen pallo on homogeenisessa viliaineessa. Pallon anisotropiaa kuvataan pallokoor-
dinaatistossa madriteltavan dyadin avulla. Permittiivisyydelld on siis pallon siteen-
suuntainen komponentti ja vihintdén yksi tangentinsuuntainen komponentti. Pallon
permittiivisyys on silloin tavallisesti paikkariippuva, eli pallo on epdhomogeeninen.

Valmiiksi kiytossa oleva termi "RU-pallo” tarkoittaa palloa, jonka permittiivisyy-
den tangenttikomponentit ovat samat. Selkeyden vuoksi on kuitenkin tarpeen ottaa
kiyttoon uusi termi tarkoittamaan yleistéd palloa, jonka permittiivisyyden méaritte-
lee pallokoordinaatistossa esitetty diagonaalinen dyadi. Permittiivisyyden méaritte-
levin diagonaalisen dyadin kaikki komponentit voivat poiketa toisistaan. Kun pal-
lon permittiivisyys on maéaritelty télla tavalla, palloa padtetdan kutsua tassa tyossa
systrooppiseksi. Sana “systrooppinen” tulee kreikan kielen sanasta “cuctpogr’ ,
joka tarkoittaa kiertymista. Viliaine, jonka permittiivisyys on maaritelty pallokoor-
dinaatistossa diagonaalisen dyadin avulla, ei varsinaisesti aiheuta kiertymista sah-
komagneettisessa kentédssd, kuten kiraaliset aineet, mutta véliainetta voi kuvitella
valmistettavan kiertdmaélla homogeenista véliainetta z-akselin ympéri. Termi "sys-



trooppinen” viittaa siis pallon kuvitteelliseen valmistustapaan eikd niinkdéan séahko-
ja magneettikenttiin kohdistuvaan vaikutukseen.

Pallon materiaalin anisotrooppisuus ei johda valttamatta sithen, etta pallon vaste
on anisotrooppinen. Mikéli tangentiaalinen permittiivisyys on aina vakio riippumat-
ta tarkasteltavasta tangentiaalisesta suunnasta, kappaleen pallosymmetria johtaa
sithen, ettd pallo nayttda sdhkomagnetiikan kannalta samalta joka suunnasta kat-
sottuna. Jos toisaalta permittiivisyysdyadissa on kaksi toisistaan poikkeavaa tan-
genttikomponenttia, kappale on ulkoapéin tarkasteltuna anisotrooppinen. Kappale
on silti yha pyorahdyssymmetrinen z-akselin suhteen, joten kappaleen sédhkostaat-
tista kayttaytymisté riittdda kuvaamaan kaksi eri polarisoituvuuden arvoa. Poikit-
tainen polarisoituvuus kertoo kappaleen vasteen tilanteessa, jossa herattava kentta
on z-akseliin ndhden kohtisuorassa kulmassa. Pitkittdinen polarisoituvuus kertoo
kappaleen vasteen, kun herattava kenttd on z-akselin suuntainen.

Tyossa kasitelladan ensin yleistd sdhkostatiikan sirontaongelmaa, seké aiheeseen
liittyvid peruskésitteitd. Sahkostatiikan sirontaongelman késitteisiin paneudutaan
luvussa 2.3.3. Sirontaongelman ratkaisemisesta annetaan kaksi esimerkkié, joista en-
simmaéinen on sironta PU-ympyrélieriosta luvussa 3.1, ja toinen sironta RU-pallosta
luvussa 3.2. Uutta tutkimusta tyossé on sironta sadnnollisesti systrooppisesta pallos-
ta luvussa 3.3. Analyyttisia tuloksia verrataan numeerisesti laskettuihin tuloksiin.
Menetelma, jolla numeeriset tulokset lasketaan valmisohjelman avulla esitetdéan lu-
vussa 3.5.



Luku 2

Teoria

Systrooppisen pallon sdhkoisen vasteen tunteminen edellyttdd Maxwellin yhtaloit-
ten ratkaisemista kompleksista véliainetta siséltévissa alueessa ja sen ulkopuolella
seké tulosten yhdistamisté kdyttdmalla sopivia rajapintaehtoja. Viliaineen kayttay-
tymista pystytddn kuvaamaan havainnollisesti dyadien avulla. Dyadit ovat sdhko-
magnetiikassa kiytetty matemaattinen tyokalu, jonka tuntemista ei tavallisesti edel-
lytetd perusopinnoissa. Sen vuoksi dyadit esitelladn kappaleessa 2.1. Dyadeja késitel-
ldén tarkemmin Ismo Lindellin kirjassa Methods for Electromagnetic Field Analysis
(1992). Viliaineen mallintamista dyadien avulla késitelladn kappaleessa 2.2. Tavoit-
teena on pohjustaa sirontaongelmien ratkaisemista. Séahkdstatiikan sirontaongelmaa
tarkastellaan luvussa 2.3.3 ja dynamiikan sirontaongelmaa luvussa 2.5. Luvun 2.5
aihepiiri on olennaisesti sama kuin Bohrenin ja Huffmanin kirjassa Absorption and
Scattering of Light by Small Particles (1983). Poikkeuksena on se, ettd luvussa 2.5
tarkastellaan sirontaa myos RU-pallosta.

2.1 Dyadialgebran perusteet

Dyadit ovat erds tapa esittdé yleinen lineaarinen kuvaus reaalisessa kolmiulotteissa
vektoriavaruudessa 2. Lineaariset kuvaukset avaruudessa E? venyttiviit ja kidn-
tavat vektoreita. Lineaaristen kuvausten esittdmiseen voi kiyttda matriiseja, mutta
dyadien etu matriiseihin ndhden on se, ettad lineaarikuvauksen matriisiesitys muut-
tuu vaihdettaessa avaruuden kantaa, mutta dyadit ovat kannasta riippumattomia.
Tamaéan lisdksi dyadeille pystytéaén laatimaan joukko helposti muistettavia laskusaan-
toja. Dyadilaskennassa kiytetyt laskusdannot antavat teorialle sen selitysvoiman.

Jos a ja b ovat kaksi avaruuden E? vektoria, niiden vilille voidaan midritelld
tutut operaatiot, jotka ovat pistetulo ja ristitulo. Karteesisessa koordinaatistossa
pistetulo maaritellaan

a-b = (au, + ayu, + a.u,) - (byu, + byu, + b,u,) = a,b, + a,b, +a.b, (2.1)

ja ristitulo méaritellaan
u, u, u,
axb=la a a, (2.2)
by, b, b,

5



Kun vektorit a ja b yhdistetdén keskendén ilman vélissa olevaa operaatiota, kutsu-
taan tulokseksi saatua vektoriparia ab dyadituloksi. Dyaditulon voi esittda kartee-
sisessa koordinaatistossa muodossa

ab = (azu, + ayu, + a,u,)(byu, + byu, + b.u,)
= azbuu, + agbyuzuy + ab.uu, (2.3)
+ aybuyu, + aybyu,u, + aybuu, '
+a.byu.u, + abyu.u, +ab.u.u,
Dyaditulo on bilineaarinen:
(alal + 04232)1) = (alb) + Oég(agb) (24)
a(81by + 2bs) = Bi(aby) + fa(aby) (2.5)

Yleiset dyadit méaritellaan dyaditulojen avulla. Dyadit ovat dyadituloista muo-
dostettuja polynomeja:

n
i=1
Dyadin voi esittaé karteesisessa koordinaatistossa muodossa

Z = Dmxuxux + Da:yuxuy + D:vzuacuz
+ Dy,u,u, + Dyu,u, + D, .u,u, (2.7)
+ D. u.u, + Dzyuzuy + D..u.u,

Ylla oleva dyadin esitystapa vahvistaa sen, ettd dyadit ja 3 x 3 matriisit ovat
[E3:ssa vaihtoehtoisia tapoja esittié lineaarikuvaukset. Erona on se, ettd dyadi séi-
lyy ennallaan, vaikka koordinaatiston kantaa muutettaisiin, mutta matriisi muut-
tuu toiseksi. Dyadi voi operoida vektoriin seka ristitulon ettad pistetulon kautta. Jos
operaatio on pistetulo, lopputulos on vektori. Jos operaatio on puolestaan ristitulo,
lopputulos on dyadi. Dyadien piste- ja ristitulot vektorien kanssa lasketaan seuraa-
vasti:

c-(ab)=(c-a)b (2.8)
c x (ab) = (c xa)b (2.9)
(ab)-c=a(b-c) (2.10)
(ab) x c = a(b x ¢) (2.11)

Sovellettaessa pistetulon avulla madriteltya vastaavuutta dyadien ja lineaariku-
vausten vililld identtistd lineaarikuvausta vastaa yksikkodyadi 7. Yksikkodyadi més-
ritellddn siten, etta - -

[ra=a-I=a (2.12)

Yksikkodyadin I voi esittiid karteesisen koordinaatiston kantavektorien avulla seu-
raavasti: _
I =u,u,; +uwu, +u,u, (2.13)



Tarkasteltaessa rajapintoja on hyodyllistd méaritelld tangentiaalinen yksikkody-
adi L
Iy =1—nn (2.14)

Tangentiaalinen yksikkddyadi I; on mééritelty pinnalla S. Jos pinta ei ole tasomai-
nen, yksikkénormaalivektorin n suunta vaihtuu, jolloin I; on paikan funktio. Vek-
torin pistetulo tangentiaalisen yksikkodyadin kanssa I - a kanssa projisoi vektorin
rajapinnalle siten, ettd vektorin normaalisuuntainen komponentti katoaa ja rajapin-
nan suuntainen komponentti siilyy ennallaan.

2.2 Sahkokentta valiaineessa

2.2.1 Valiaineen vaikutus

Maxwellin yhtalot

= —— 2.1

V xE 8tB (2.15)

VXH:J—F%D (2.16)

V-D= (2.17)

V-B=0 (2.18)

yhdessé valiaineyhtaloitten

D =D(E,H) (2.19)

B =B(E,H) (2.20)

kanssa ovat sdhkomagnetiikan perusta. Maxwellin yhtéloissa (2.15)—(2.18) ainoas-
taan siahkokentan voimakkuus E ja magneettivuon tiheys B ovat fysikaalisia perus-
voimia. Sdhkovuon tiheys D ja magneettikentédn voimakkuus H sitévastoin kuvaa-
vat viliaineen vaikutusta kenttiin. Valiaineyhtélot (2.19)—(2.20) kytkevit kentéat ja
vuontiheydet toisiinsa. Maxwellin yhtalot yksin eivét olisi ratkaistavissa yksikésit-
teisesti, koska niisséd on enemmén tuntemattomia kuin yhtaloitd, mutta véliaineyh-
talditten kanssa Maxwellin yhtéloihin on usein olemassa ratkaisu.
Jos yhtdlot (2.19)—(2.20) pystytédédn kirjoittamaan muotoon

D= EOE -E+ w/Eo,U()f:’ H (221)
B = /eoroC - E + poji - H (2.22)

véiliainetta kutsutaan magnetoelektriseksi tai bianisotrooppiseksi. Jos yhtélot (2.21)—
(2.22) eiviit kuvaa véliaineen kdyttaytymistd, véliainetta kutsutaan epélineaariseksi.
Kerrointa €pé kutsutaan viliaineen permittiivisyydeksi ja kerrointa pgu véliaineen
permeabiilisuudeksi. Permittiivisyyden € ja permeabiilisuuden i merkinnéat tarkoit-
tavat tdssa tyossd aina suhteellisia permittiivisyyksié, jos alaindeksissé ei ole nume-
roa ’0”, kuten merkinnassa "¢, ¢”. Valiaineparametrit saattavat joissakin tapauksissa



sisdltda operaattoreita. Lineaarista véliainetta kutsutaan dispersiiviseksi, jos valiai-
neparametreissa €, i, £ ja ¢ esiintyy aikaderivaatta 9/0t. Jos viliaineparametreissa
esiintyy paikkaderivaatta V, viliainetta kutsutaan epélokaaliksi. Valiainetta, jossa
¢ = 0 ja ¢ = 0, kutsutaan anisotrooppiseksi. Jos lisiksi permittiivisyys € ja per-
meabiilisuus i ovat yksikkddyadin moninkertoja, eli € = el ja @ = ul, viliainetta
kutsutaan isotrooppiseksi. (Lindell, 1992.)

2.2.2 Maxwellin yhtaloitten tasoaaltoratkaisu

Kompleksinen permittiivisyys saa fysikaalisen tulkinnan, kun tarkastellaan tasoaal-
toa haviollisessa véliaineessa. Tasoaallot ovat Maxwellin yhtéloitten ratkaisu, jossa
sahkomagneettiset kenttasuureet riippuvat paikasta ainoastaan aallon etenemissuun-
nassa. Luonnossa ei esiinny puhtaita tasoaaltoja, silla tasoaallon sisdltdmé energia
on ddretdn, mutta kaukoalueessa antennin siteilemé radioaalto muistuttaa paikalli-
sesti hyvin tarkasti tasoaaltoa. (Sihvola & Lindell, 1996.)

Tarkastellaan ensin yleisen aikaharmonisen séhkémagneettisen aallon etenemis-
ta isotrooppisessa, homogeenisessa véliaineessa, joka ei sisélla sihkomagneettisten
kenttien ldhteitd. Maxwellin yhtéloissé esiintyy seké aikaderivaattoja 0/0t etté paik-
kaderivaattoja V. Aikaderivaatoista padastdan eroon ottamalla Fourier-muunnos

PUON) = [ e ar (2.23)

yhtilditten molemmin puolin.
E@Q:Fgmnp:/ZE@kﬂMa (2.24)
H(w) = F{H(t)} = Z}ﬂweﬂMdt (2.25)

Fourier muunnos toimii Maxwellin yhtéaloissa siten, ettd derivaatat paikan suhteen
Vx ja V- siilyvit ennallaan ja aikaderivaatat 0/0t korvautuvat arvolla jw. Isot-
rooppisen viliaineen konstitutiiviset yhtélot siilyvéat ennallaan:

D = ¢eE (2.26)
B = puouH (2.27)

Maxwellin yhtalot yksinkertaistuvat muotoon

V x E = —jwuuH (2.28)
VxH=1J+ jweeE (2.29)
V-D=0 (2.30)
V-B=0 (2.31)

jossa J on sidhkokentdn E viliaineessa synnyttdmé virta, eikd ulkoinen ldhdevirta.
Sahkokentén aikaansaama virta maaraytyy Ohmin laista:

J=0E (2.32)



Y1la olevassa yhtdlossd o on niin kutsuttu sahkonjohtavuus, joka kuvaa materiaalin
kykyéa johtaa sihkovirtaa. Yhtalon (2.29) oikealle puolelle tulee

J + jwé'eE = oE + jwe' egE = jweg(e' — ﬂ)E = jweegE (2.33)
Weo

jossa kompleksinen permittiivisyys maaritellaan

Virran johtavuus aiheuttaa sdhkokentéssa havioita, mutta kaikissa véliaineissa
johtavuus ei ole ainut héviditten ldhde. Kitka, joka jarruuttaa aineen polarisoitu-
mista, muuttaa osassa valiaineista sahkokenttdaan varautunutta energiaa lampdener-
giaksi (Sihvola, 1999). My6s kitkaan perustuvat hévididen aiheuttajat vaikuttavat
permittiivisyyden imaginaariosaan.

Kun otetaan roottori yhtialon (2.28) molemmin puolin ja eliminoidaan magneet-
tikentdn voimakkuus H yhtélitten (2.29) ja (2.33) avulla, saadaan

V x (Vx E) = —jwupeV x H = w?uepeoE (2.34)
Kaksoisroottorin voi kirjoittaa muotoon
Vx(VxE)=V(V-E)-V°E (2.35)

Homogeenisessa viliaineessa permittiivisyys on vakio, jolloin

_V.D_

€€

V-E 0

Tulokseksi saadaan skalaarimuotoinen Helmholtzin yhtélo
(V2+KHE =0 (2.36)

jossa aaltoluku k madritelladn k = w,/1€ugey. Aaltoluvun voi kirjoittaa myos muo-
toon k = mky, missd m = ,/ue on taitekerroin ja kg = w/p€o on tyhjion aaltoluku.
Magneettivuon tiheydelle saadaan yhtéalod (2.36) vastaava yhtalo:

(V2+ kB =0 (2.37)
Sijoittamalla havaitaan, ettd kentét

E(r) = Ege 7T (2.38)

B(r) = Boe /T (2.39)

toteuttavat yhtélot (2.36)—(2.37). Yritteitd (2.38) ja (2.39) kutsutaan tasoaaltorat-
kaisuiksi. Ratkaisu kuvaa yksikkovektorin u suuntaan etenevid &irettoman levedd
sahkomagneettisen aallon rintamaa. Sdhkdmagneettisen tasoaallon etenemistd ku-
vaa suure k = ku, jota kutsutaan aaltovektoriksi.
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2.2.3 Laplacen yhtalo

Oletetaan seuraavaksi, ettd kentdt ovat muuttumattomia, 9/0t = 0. Koska sahko-
kentdn voimakkuus on pyorteeton, V x E = 0, ja fysikaalinen kentté on riittdvéan si-
led, pystytddn vektorianalyysin tuloksiin nojautuen kirjoittamaan (Adams & Essex,
2003)

E(r) = —V¢(r) (2.40)
Potentiaali ¢(r) ei ole yksikésitteinen, vaan siihen voidaan lisdtd mielivaltainen va-
kio ilman muutosta siahkokenttaan. Potentiaalin taso valitaan tavallisesti siten, etté

potentiaali menee nollaan #drettémén kaukana origosta. Oletetaan & = 0 yhtélossi
(2.21). Sijoittamalla (2.21) yhtdloén (2.17) saadaan

—V (- Vo) =V - (- E) =V -D=p (2.41)

Laplacen yhtalo

Vi =0 (2.42)
on tuloksen (2.41) erikoistapaus tilanteessa, jossa véliaine on homogeenista ja isot-
rooppista eiké lahteité ole, o = 0.

2.3 Reuna- ja rajapintaechdot

2.3.1 Reunaehdot

Ov = Qav
tal
Vady = Vnoov \t
- - g - \\
.- \
Ve \
/ \
/
/ V \

Kuva 2.1: Sdhkomagneettinen reunaehto-ongelma. Kentélle tunnetaan yhtélo sul-
jetun alueen V sisélld, minké liséksi tunnetaan reunaehto alueen reunalla V. On
etsittdava sellainen kentté, joka toteuttaa sekéd yhtalon ettd reunaehdot samanaikai-
sesti.

Sahkostatiikassa sdhkopotentiaalin ¢(r) on toteutettava Laplacen yhtalo lahteet-
tomassa alueessa. Yhtélolla on kuitenkin loputtomasti ratkaisuja. Ratkaisun yksi-
kisitteisyydestd on varmistuttava vaatimalla, etta differentiaaliyhtélon lisdksi myos
sopivat reunaehdot ovat voimassa.
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Tarkastellaan tilannetta, jossa potentiaali ¢(r) halutaan ratkaista suljetun alu-
een V sisélla. Alueen V' ulkopuolinen alue on ldhtékohtaisesti tuntematonta aluetta,
jonka kentét tai véliaineparametrit eivéit ole tiedossa. Potentiaali ratkaistaan kayt-
tamalld reunaehtoja tarkasteltavan alueen reunalla 0V. On tunnettava ehdot, jotka
varmistavat ratkaisun yksikésitteisyyden.

Kaksi ehtoa, jotka takaavat ratkaisun yksikasitteisyyden, ovat Dirichlet’n ja Neu-
mannin reunachdot. Jos jompikumpi ehdoista pakotetaan, ratkaisusta tulee yksiké-
sitteinen. Dirichlet’n reunaehto tarkoittaa sitd, ettd potentiaali ¢ kiinnitetdén jo-
kaisessa pisteesséd tarkastelualueen reunalla 0V. Neumannin reunaehto puolestaan
tarkoittaa sitéd, ettd potentiaalin normaaliderivaatta V,¢ kiinnitetdan alueen reu-
nalla.

Dirichlet’'n ja Neumannin reunaehtojen huomataan muuttavan differentiaaliyh-
talon ratkaisun yksikasitteiseksi kiayttamaéalla Greenin ensimmaéista identiteettia, joka
on

/(CDVQ‘IJ + Vo V) dV = 7{ PV, Vda (2.43)
1% S
Jos oletetaan, ettd ¥ = &, identiteetti muuttuu muotoon

/(cw2<1>+ IVO|*)dV = ]{ OV, P da (2.44)
14 S

Oletetaan, ettd ¢ ja ¢’ ovat Laplacen yhtdlon kaksi eri ratkaisua alueessa V. Mer-
kitadn & = ¢ — ¢’ ja sijoitetaan yhtéaloon (2.44). Ensimméinen termi yhtalon va-
semmalta puolelta katoaa, koska kentét ¢ ja ¢ toteuttavat Laplacen yhtdlon. Jos
joko Dirichlet’n tai Neumannin reunaehto on voimassa, yhtélon (2.44) oikean puolen
pintaintegraali katoaa. Jaljelle jaa yhtélo

/ IV®|* dV =0 (2.45)
14

josta seuraa V& = 0. Koska ® on siis vakio, potentiaalit ¢ ja ¢’ ovat samat vakio-
termié lukuunottamatta. Toisaalta potentiaalin taso voidaan valita mielivaltaisesti
ilman muutosta sdhkokentéssé, joten kyseessa on kiytdnnosséd sama potentiaali mie-
livaltaisesta vakiotermista huolimatta.

2.3.2 Matemaattiset rajapintaehdot

Séahkomagnetiikan ongelmat ratkaistaan usein jakamalla avaruus alueisiin ja ratkai-
semalla Laplacen yhtélo erikseen kussakin alueessa. Alue méiritellaén tyypillisesti
siten, ettd alueen reuna on kohdassa, jossa siirrytédédn yhdestéd véliaineesta toiseen.
Laplacen yhtélon kaksi ratkaisua yhdistetdédn toisiinsa kayttamaélla niin kutsuttuja
rajapintaehtoja. Rajapintaehdot, kuten reunaehdotkin, ovat tarpeen ratkaisun yksi-
kasitteisyyden varmistamiseksi. Rajapintachdot kuitenkin poikkeavat sikéli reunaeh-
doista, ettéd ne kiinnittévat differentiaaliyhtdlon ratkaisun yhden alueen sijasta kah-
dessa eri alueessa. Néitten alueitten véliaineparametrit tunnetaan ja niitten kentét
pyritdén ratkaisemaan. Seuraava tarkastelu mukailee potentiaalin jatkuvuusehdon
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johtamista lukuunottamatta John David Jacksonin kirjaa Classical Electrodynamics
(2001).

Rajapintachdot muodostetaan tarkastelemalla kenttien avaruus- ja pintainte-
graaleja. Valitaan tarkasteltavasta avaruudesta déarellinen alue V' ja merkitaén alueen
rajapintaa 0V. Gaussin divergenssilause on

/V-FdV:/ n-Fda (2.46)
14 ov

Seuraavaksi valitaan avaruudesta avoin pinta S ja merkitdan sen reunaa 95. Stokesin

lause on
/VxF-dSzjéF-dl (2.47)
s a8

Kéyttamaélla Gaussin lausetta ja Stokesin lausetta Maxwellin yhtélot saadaan seu-
raavaan integraalimuotoon:

f E dl=— %—B-n’dS (2.48)
s g Ot
H. dl:/ (J+8—D) ' dS (2.49)

s s ot

D -nda = / odV (2.50)
oV v
]{ B nda=0 (2.51)
oV

Kuva 2.2: Rajapintaehtojen madrittdminen tarkastelemalla suorakaiteen muotoi-
sen pinnan S ympéri kulkevaa suljettua polkua 0S5 ja littedé lierioté, jonka pohjat
ovat alueitten vilisen rajapinnan molemmin puolin. Rajapintaehdot kytkevét kaksi
Laplacen yhtélon ratkaisua toisiinsa kahden alueen rajalla.
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Tarkastellaan lieriotd, joka on asetettu kahden alueen rajapinnalle siten, etté lie-
rion pohjat ovat eri puolilla rajapintaa kuten kuvassa 2.2. Lierion korkeus oletetaan
niin pieneksi, etta laskettaessa pintaintegraalia lierion yli on tarpeen ottaa huomioon
ainoastaan lierién pohjat. Pintaintegraaliksi tulee siis

f F-nda = (F,— Fy) - nAa (2.52)
ov
missd Aa on lierion pohjan pinta-ala. Seuraa

1
\%4

missd pintavaraustiheys p madritelldéan siten, ettd varauksen oletetaan keskittyneen
alueitten viliselle rajapinnalle ja péatee

/ odV = pAa (2.55)
v

Samalla tavalla voidaan tarkastella kuvan 2.2 suorakaiteen muotoista silmukkaa,
jonka kaksi sivua kulkevat rajapinnan suuntaisesti eri alueissa ja jonka kaksi muuta
sivua ovat niin lyhyité, ettei niitd tarvitse huomioida. Silloin voidaan kirjoittaa

f Fodl=(txn) - (Fy— Fy)Al (2.56)

missd t on pinnan tangentti. Sijoittamalla integraalimuotoisiin Maxwellin yhtéloihin
seuraa

n X (Eg — El) =0 (257)
nx (H,— H)) =K (2.58)

Suure K on niin kutsuttu pintavirtatiheys ja se méaritellaan

/(J+8—D) £dS = K - Al (2.59)
T o

Sahkostatiikassa sahko- ja magneettikenttien vélinen kytkds katoaa, minké vuoksi
tarkasteltaessa siahkokenttaa riittda kiyttaa neljastd edelld mainitusta rajapintaeh-
dosta (2.53)—(2.58) ainoastaan ehtoja (2.53) ja (2.57). Namé rajapintachdot on jos-
kus katevinté esittad potentiaalin ¢ avulla, koska Laplacen yhtéalossa esiintyva suure
on potentiaali eikéd sdhkokenttd. Potentiaali on yksikésitteinen aluessa V silloin, kun
sen arvo tunnetaan tarkasteltavan alueen reunalla OV ja liséksi sen normaalideri-
vaatta V,¢ on tunnettu alueen reunalla. Tarkasteltaessa kahden alueen rajapintaa
tuntemattomia on siis kaksi: potentiaali ja sen normaaliderivaatta. Jotta molemmat
tuntemattomat suureet pystytdan ratkaisemaan, tarvitaan kaksi eri yhtaloa.
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Oletetaan, ettd varaustiheys o katoaa molemmissa alueissa, jolloin my06s pinta-
varaustiheys p katoaa. Ensimméinen yhtalo potentiaalille seuraa suoraan yhtalosta
(2.53), kun séhkévuontiheys kirjoitetaan potentiaalin gradientin avulla:

€1nVno1(r) = —n-Di(r) = —n - Dy = €2, Vha(r) (2.60)

Saatu yhtalo kiinnittaé skalaarisen siéhkopotentiaalin normaaliderivaatan V¢ raja-
pinnalla.

Toinen yhtalo saadaan, kun huomataan, ettd potentiaaliin voi lisédta mielivaltai-
sen vakion ilman muutosta sihkokentéassa, ja sovelletaan sdhkokentan tangenttikom-
ponentin reunachtoa (2.57). Oletetaan, ettd potentiaali ¢y (r) on valmiiksi méaritelty
alueessa V;. Valitaan alueitten V; ja V5 véliseltd rajapinnalta mielivaltaiset kaksi pis-
tettd p ja p’, kuten kuvassa 2.3. Koska alueen V5, sdhkdpotentiaaliin ¢o(r) voi lisata
mielivaltaisen vakion, voidaan olettaa, ettd molempien alueitten sahkopotentiaalit
ovat samat pisteessd p, eli ¢1(p) = ¢2(p). Valitaan jatkuva polku C' pisteestd p
pisteeseen p’. Potentiaali ¢o(r) pisteessd p’ saadaan polkuintegraalista

$2(p') = 1(p) + [ Vo(r) - dl

=¢1(p) + | Vou(r) - dl = ¢1(p') (2.61)

Kuva 2.3: Potentiaalin osoittaminen jatkuvaksi. Kuvassa on rajapinta, joka on ase-
tettu siten, ettd yksi véliaine on sivun takana, lukijasta pois pain ja toinen véliaine
on lukijan kanssa sivun samalla puolella. Polku kulkee véliaineitten véliselld raja-
pinnalla poikkeamatta kumpaankaan alueeseen. Sdhkdkentén tangenttikomponentit
ovat samat molemmin puolin rajapintaa, Ey,(r) = Eg(r), joten sidhkopotentiaalin
¢(r), joka on kentén polkuintegraali, on oltava sama rajapinnan molemmin puolin.
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Koska piste p’ valittiin mielivaltaisesti, jokaisessa rajapinnan pisteessi r péatee

¢1(r) = ¢ao(r) (2.62)

Kyseessé on niin kutsuttu potentiaalin jatkuvuusehto, jonka mukaan potentiaali on
jatkuva paikan funktio myos siirryttéessé kahden eri alueen vilisen rajapinnan yli.

2.3.3 Sahkostatiikan sirontaongelma

Sahkostatiikan sirontaongelmassa avaruuteen, joka on téytetty homogeenisella va-
liaineella, lisdtédan sirottaja, eli kappale, jonka viliaineparametrit poikkeavat ympé-
roivan materiaalin véliaineparametreista. Sirottaja aiheuttaa sdhkokenttdan muu-
toksen, joka halutaan tuntea. Sirontaongelman ratkaisemisessa kiytetaan sekd reuna-
ettd rajapintachtoja. Reunaehtojen avulla kiinnitetdan herattava kentta. Rajapin-
tachtojen avulla kiinnitetdén sirottajan aiheuttama vastekenttd sekd sirottajan si-

salla vaikuttava kentta.

S
Eulko

%lko

T

Kuva 2.4: Sidhkokentén sironta kappaleesta. Avaruus jaetaan kahteen osaan Vg, ja
Vo, joissa on eri sihkoiset parametrit. Sirottavan kappaleen ulkopuolisen alueen
Vo priméarikenttan Eﬁlko lahteet ovat alueen sisdpuolella, mutta kentén lahteita
el tarvitse erikseen tuntea. Sen sijaan sekundéérikentéan EP) ~ldhteet ovat alueessa

‘/sisa-

Tarkastellaan kuvan 2.4 tilannetta, jossa avaruus on jaettu sirottavan kappaleen
sisdpuoliseen alueeseen Vg, ja sirottavan kappaleen ulkopuoliseen alueeseen V.
Kenttad, jonka lahteet ovat alueessa Vi, kutsutaan tdméan alueen priméarikenték-
si ja merkitddn EP, . Sen sijaan kenttdd, jonka ldhteet eivét ole alueessa Vi, vaan
alueessa Vis,, kutsutaan alueen Vi, sekundaérikentdksi ja merkitaan E;, . Kaik-
ki ldhteet sijaitsevat jommassakummassa alueessa, joten kokonaiskentté sirottajan
ulkopuolella on priméérikentén ja sekundédérikentin summa, Ey, = EP) 4+ E3) .
Vastaavalla tavalla voitaisiin maéaritelld priméérikenttd ja sekundéirikenttd myos
alueessa Vi,, jolloin priméarikentén lahteet olisivat sirottajan sisédpuolella ja sekun-
déarikentén lahteet olisivat sirottajan ulkopuolella. Tavallisesti kentdn jakaminen
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komponentteihin on kuitenkin tarpeen ainoastaan sirottajan ulkopuolisessa aluees-
sa, jolloin sirottajan sisdlla kokonaiskentéin Eg,, = EP + E5_ tarkasteleminen
riittad.

Sirontaongelmassa kiinnostavaa on se, kuinka sirottaja vaikuttaa ulkopuolella
olevaan kenttéén. Ulkopuolisen alueen priméérikenttd EP), = oletetaan tunnetuksi
vakiokentéksi ja sekundaarikentta E:), ~halutaan tuntea. Jatkossa on helpointa olla
puhumatta erikseen sirottajan ulkopuolisesta ja sisdpuolisesta alueesta, kun tarkas-
tellaan primédri- ja sekundéaarikenttia, koska jako komponentteihin on kiinnostava
ainoastaan sirottajan ulkopuolella. Sen vuoksi sirottajan ulkopuolista primaérikent-
tada EP),  ja sekundadrikenttdd E? ),  kutsutaan yksinkertaisesti herattéviksi kentiksi
ja vastekentéksi. Kenttid merkitdan lyhyemmin EP ja E®. Sirontaongelmassa yrite-
taan esittda vastekenttd E° herdttavan kentan EP avulla.

Polaarisista molekyyleista koostuvan kappaleen viliaine aiheuttaa ympéaristoonsa
kentén, joka on kappaleen sisdltdmien dipolien kenttien summa. Véliaineessa saat-
taa olla my6s korkeamman asteen multipoleja, mutta niitten vaikutus heikkenee no-
peasti siirryttéessd kauemmaksi kappaleesta. Jos viliaineen sisaltaméat dipolit ovat
jarjestyneet satunnaisesti, dipolien kentdat kumoavat toisensa, ja kappale on sahkoi-
sesti neutraali. Jos sen sijaan kappaleeseen kohdistuu kentté, joka vaikuttaa dipolien
suuntautuneisuuteen, dipolit jarjestdytyvét siten, ettd niiden kentét vahvistavat ei-
vatkd kumoa toisiaan. Dipolien jarjestdytymisté kuvaa paikkariippuva dipolitiheys-
vektori P(r). Dielektrisessé véliaineessa séhkévuontiheys D pystytddn lausumaan
sahkokentan ja dipolitiheysvektorin avulla:

D = ¢Eg . + P (2.63)
Toisaalta luvun 2.2 perusteella péatee myos
D = ¢yé - Egea
Kappaleen sisdinen dipolitiheysvektori on siis

P =¢y(é—I) By (2.64)

Jos sdhkokentta on staattinen, kappaleen tuottama sdhkokenttd muistuttaa tar-
peeksi kaukana kappaleesta dipolin kenttéd, jonka potentiaali on

o P-u,
Pa 4eqr?

(2.65)

Avaruudessa olevan epdhomogeenisuuden voi siis korvata sijoittamalla homogeeni-
seen avaruuteen sopivan dipolin. Dipolimomentti p on dipolitiheys integroituna kap-
paleen tilavuuden yli:

p:/VPdV (2.66)

Kappaleen polarisoituvuus a kuvaa sdhkokentén vaikutusta kappaleen dipolimo-
menttiin p. Polarisoituvuus méaéritelldan siten, etta

L EP (2.67)

Qi

p:
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Polarisoituvuusdyadi & kuvaa varsin tarkasti kappaleen vastetta sdhkostatiikas-
sa. Polarisoituvuusdyadin komponentit pystytadn tavallisesti laskemaan yksitellen
siten, ettd herdttava kenttd EP valitaan sopivasti. Jos esimerkiksi oletetaan, ettd a
on diagonaalinen karteesisessa koordinaatistossa, diagonaaliset komponentit pysty-
tadn laskemaan kiyttamalla erikseen herdtteitd £Pu,, EPu, ja EPu, ja selvittamaélla
niitd vastaavat dipolimomentit p,, py, ja p..

Polarisoituvuuden laskemiseen on ainakin kaksi eri tapaa. Polarisoituvuuden voi
laskea selvittamaélla dipolimomentin integroimalla yhtéalosta (2.66)

p:/VPdV:/Veo <E—I:>-Esisadv

tai vaihtoehtoisesti ratkaisemalla yleistetyn Laplace-yhtélon (2.41) ja soveltamalla
rajapintaehtoja. Integroiminen on kiteva tapa ratkaista polarisoituvuus silloin, kun
kappale on homogeeninen, koska integroimisoperaatio muuttuu silloin yksinkertai-
seksi kertolaskuksi. Tutkittaessa epahomogeenista kappaletta on kuitenkin kitevinta
kiyttad luvussa 2.4 esiteltavad yleistettya Laplacen yhtaloa.

Luvussa 2.3.2 esiteltiin kaksi rajapintaehtoa, jotka olivat sahkévuontiheyden nor-
maalikomponentin jatkuvuusehto (2.60) ja potentiaalin jatkuvuusehto (2.62):

{ 6ull{o,nvn(ﬁulko(r) = esisa,nvn(bsisa(r) rc avl av
ulkos sisa

¢ulko (I‘) - ¢sisa (I‘)

Edella oletettiin yksinkertaisuuden vuoksi, ettd sirottajan ulkopuolisessa alueessa
permittiivisyys on €y eli tyhjion permittiivisyys. Tyossa kiytetddn samaa oletta-
musta myos jatkossa. Toisaalta yleisempéaén tapaukseen siirtyminen tarvittaessa on
yvksinkertaista. Sdhkévuontiheyden normaalikomponentin jatkuvuusehdossa merkit-
see absoluuttisen permittiivisyyden sijaan pelkéstédén suhde €gisan/€ulkon- Kyseessé
on samalla ainut yhtalo, jossa sirottajan ulkopuolisen alueen permittiivisyys tulee
mukaan sirontaongelmaan. Sen vuoksi sirontaongelma, jossa sirottajan ulkopuolella
valiaineen suhteellinen permittiivisyys on paikasta ja suunnasta riippumaton €y,
voidaan korvata sirontaongelmalla, jossa sirottajan ulkopuolella viliaineen permittii-
visyys on € ja sisdpuolella €pégisa/€uo- Molemmissa tapauksissa heréttéivian kenttan
EP aikaansaama vastekenttd E° on sama.

2.4 Yleistetty Laplacen yhtalo pallokoordinaatistos-
sa

2.4.1 Yhtalon muodostaminen

Tarkastellaan viliainetta, jonka permittiivisyys on méaaritelty pallokoordinaatistos-
sa. Valitaan véliaineelle sellainen permittiivisyys, ettd sen voi kirjoittaa dyadien
avulla muotoon

€ = €o(6r U, + €gougly + €,,u,U,) (2.68)



18

misséd skalaariset permittiivisyydet €., €gg ja €,, ovat vakioita. Permittiivisyysdy-
adi € ei valttaméatta ole vakio, koska kantavektorit u,, ug, u, ovat paikkariippu-
via. Viliainetta, jonka permittiivisyys on muotoa (2.68), paitetddn kutsua téssi
tyOssd systrooppiseksi. Jos €gg = €,,, valiainetta kutsutaan radiaalisestiuniaksiaa-
liseksi (RU). Jos permittiivisyyden tangenttikomponentit ovat sen sijaan erisuuret,
€09 7 €,p, valiainetta kutsutaan aidosti systrooppiseksi. Tangenttikomponenttien
vélistd suhdetta €,,/€gp kutsutaan systrooppisuussuhteeksi.
Operaattori V kirjoitetaan pallokoordinaatistossa seuraavasti:

of ., 10f 1 of

vf:@ g a0 +rsin0%uw

(2.69)

Laskemalla dyadin ja vektorin vélisen pistetulon ja ottamalla tuloksesta divergenssin
pystytdan muodostamaan yleistetty Laplacen operaattori:

af €99 8f € 8f
87“ et r 96" rsing 8g0

- af g O of €op aZf
V(e V= EM 2 or ( 37“) T 2 sing 06 (Sm960> - 72 sin” § Op? (271)

e-Vf=c¢., (2.70)

2.4.2 Muuttujien separoiminen

Seuraavaksi paneudutaan yleistetyn Laplace-yhtédlon
V-(€-Vp)=0 (2.72)

ratkaisemiseen. Luvussa esitettédva menetelmé mukailee soveltaen John David Jack-
sonin kirjassa Classical Electrodynamics (2001) esitettyd menetelméé. Térked eri-
koistapaus yht#lostd (2.72) on yhtilo, jossa € = el. Silloin yleistetty Laplacen yht-
16 on sama kuin tavallinen Laplacen yhtalo. Huomataan, ettd permittiivisyysdyadin
ainut vaikutus pallokoordinaatistossa esitettaviaan Laplacen yht&loon on se, etté yh-
talon termit painottuvat permittiivisyyden komponenttien perusteella. Sijoittamalla

yrite
o= "eware) (2.73)

yleistettyyn Laplacen yht&loon (2.72) ja soveltamalla yleistetyn Laplace-operaattorin
esitysta pallokoordinaatistossa (2.71) saadaan seuraava yht&lo:

ey 2R €00 d de €0, d2Q
L — 0 B el
R a2 ' 6r7singdd (Sm de)] T A

missd lopputulos on kerrottu puolittain kertoimella 73 sin? / ROQ. Havaitaan, etti
p-riippuvuutta on yhtalon vasemmalla puolella pelkéstéén viimeisessa termissé. Sen
vuoksi tdmén termin on oltava vakio. Merkitdén separointivakiota —e,,m?. Diffe-
rentiaaliyhtalon

=0 (2.74)

d2
%d—g = —€,om? (2.75)
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ratkaisu on .
Q = etim? (2.76)

Jotta ratkaisu olisi yksikésitteinen, m:n on oltava kokonaisluku. Kun sijoitetaan
separointivakio takaisin yhtéaloon (2.74) yhtalé muuttuu seuraavaan muotoon:

Err 2 1 d’R 1 d de € m?
£ p 2| = Cee
Eaz " osmaar P17 g

Nyt r—riippuvuus on onnistuttu eristimadn ensimmaiseen termiin. Kirjoitetaan se-
parointivakio kahdella eri tavalla:

E€rr .2 1 d’R _
T =I(l+1) = 669)\(1)()\(1) +1) (2.78)

Vakion A(l) voi kir301ttaa vakion [ avulla seuraavasti:

S i \/699 (2.79)

67‘7"

(2.77)

€0o sin2 0

Yhtélon (2.78) kannalta on merkityksetonté, valitaanko yhtélossd (2.79) diskrimi-
nantin eteen '+’-merkki vai '—’-merkki, koska A(I)(A(l) + 1) séilyy muuttumatto-
mana valinnasta riippumatta. Merkin 4’ valinta on kuitenkin sikéli luonnollinen,
ettd valinnan jilkeen A(I) = [ silloin, kun €y = €,,, joten jatkossa kdytetdan tété

valintaa. Yrite
RZ(T) = Aﬂ)\(l)—’—l —|— BZT‘_MZ) (280)
on yhtalon (2.78) ratkaisu.
Lopulta pystytddn muodostamaan yhtédlo 6-riippuvuudelle kiyttamalld edella

madriteltyja separointivakioita. Myos #-riippuvuutta kuvaava yhtéld yksinkertais-
tuu, kun méadritellddn apumuuttuja p = (€,y/ €0)"/?:

1 d doe €’ p>m?
I(1+1 inf— | = —*2 = 2.81
(1+1)6+ sin 6 dd <s1n d@) 6998i1’l29@ sin29® (281)
Tuntemattomille R(r), ©(0) ja Q(p) saatiin siis seuraavat kolme yhtaloa:
( 1 d2Q
2
1d°R )\(l)()\(l) +1) 0 (2.82)
R dr? 7"22 ,
1 d de wem
— 60— (1+41)——=|0=0
| sngdf (Sm de) * {( 1 sm29]

2.4.3 Legendren yhtalon ratkaiseminen

Kahdelle yhtaloryhmén (2.82) ensimméiselle yhtélolle onnistuttiin jo 16ytaméaén rat-
kaisut. Kolmas yhtalo on mutkikkaampi. Jos vaihdetaan muuttujaa siten, ettd mer-
kitddn x = cos @ ja P(x) = ©(0), yhtdlo muuttuu seuraavanlaiseksi:

d
dz

2,,2

[(1 —x2)i—ﬂ + {l(l+ 1) — 1“ T lp=0 (2.83)

— x2
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Kyseessa on toisen asteen differentiaaliyhtélo, jota kutsutaan yleistetyksi Legendren
yhtéloksi. Koska yhtdlo on toista astetta, silld on kaksi lineaarisesti riippumatonta
ratkaisua kutakin m:m ja [:n arvoa kohti. Ratkaisuille kiytetd&n merkintoja P/*" ja

Q"™". (Abramowitz & Stegun, 1964.)
Legendren yhtélo (2.83) yksinkertaistuu muotoon

% {@ ) %} FIl+1)P=0 (2.84)

jos valitaan m = 0. Yhtélon (2.84) pystyy ratkaisemaan kdyttdmélla yritteend po-
tenssisarjaa (Jackson, 2001)

P(z) = a* Z a;z’ (2.85)

Yhtélossa eksponentti a voidaan aina valita siten, ettd sarja alkaa arvosta ag # 0.
Toisen asteen yhtalon ratkaisemista potenssisarjan avulla kutsutaan Frobeniuksen
menetelméksi (Kreyszig, 1983). Kun potenssisarja (2.85) sijoitetaan Legendren yh-
taloon (2.84), kertoimille a; saadaan seuraava yhtalo:

Z{@ + i)+ —1a;z* 2 —[(a+ ) (a+j+1) =11+ 1D]a;z*} =0 (2.86)

Jotta yhtalo olisi voimassa jokaisen x:n potenssin kertoimen on kadottava. Silloin

toisiaan seuraavien kertoimien vélilld on yhteys

(a+j)(a+j+1)—1(1+1)
(a+j+1)(a+j+2)

a; (2.87)

Ajt2 =

Yhtalo (2.87) ei kuitenkaan kerro mitdén ensimméisesté tai toisesta kertoimesta ag
ja a;. Toinen kerroin voidaan kuitenkin olettaa nollaksi. a; = 0. Jotta ensimméinen
kerroin voisi olla nollasta poikkeava siten, ettd yhtdlo (2.86) on yhé voimassa, taytyy
patea

ala—1)=0 (2.88)

Potenssisarja konvergoituu, kun |z| < 1, mutta sarjan halutaan konvergoituvan
myos arvoilla = =£1. Silloin sarjan on valttamétta paédtyttava johonkin ekspo-
nentin arvoon a + j = [ siten, ettd a; = 0 tatd suuremmilla j:n arvoilla. Jotta
sarja paattyisi kohdassa o 4+ j = [, nimittdjén tdytyy menné nollaan yhtélon (2.87)
oikealla puolella. Vakion a arvo on 0 tai 1, mink& lisdksi olettamuksesta a; = 0
seuraa, ettd j on parillinen, epédnegatiivinen kokonaisluku. Havaitaan, ettd sarjan
(2.85) paattyminen edellyttdd, ettd [ on epénegatiivinen kokonaisluku. Jos [ on pa-
rillinen, vakion « on oltava 0. Muutoin péatee a = 1. Polynomit on tapana nor-
malisoida siten, ettd P (1) = 1. Naitten tietojen avulla pystytdédn muodostamaan
Legendren polynomit. Polynomia Pj(x) kutsutaan asteen [ Legendren polynomiksi.
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Vakio [ on sanan mukaisesti Frobeniuksen menetelmaéssé kiytettdavan polynomin as-
te sen liséksi, ettd [ esiintyy separointivakiossa. Kolme ensimméistd polynomia ovat
(Abramowitz & Stegun, 1964)

P()(J])
Pi(x)

1
) (2.89)
Py(z) = 5(3x2 -1)

Legendren polynomit P,(z), | € N ovat erikoistapaus yleisistid Legendren funk-
tiosta P (x). Legendren funktioilla on muutamia ominaisuuksia, joitten tunteminen
on avuksi ratkaistaessa sahkostatiikan ongelmia pallokoordinaatistossa. Jos [ ja m
ovat positiivisia kokonaislukuja, Legendren funktiot P/"(x) pystytdédn esittdméidn

Legendren polynomien avulla seuraavasti (Arfken et al., 1995):

PP(@) = (L2 S py) (290)
dax™
Koska P;(x) on asteen [ polynomi ja operaatio d™/dz™ pienentdd polynomin astetta
m kertaa, Legendren funktion P/"(z) havaitaan saavan arvon nolla, jos m > [.
Legendren funktioille patevit my0Os seuraavat ortogonaalisuussaiannot, jos [, m €
N (Arfken et al., 1995):

/_ RACUACEES 2q2+ 1 EZ * Zi;(sp,q (2.91)
ja
/ 1 P,T(x)Pff(x)l_—lq:Q do = H%k (2.92)

Lisdksi voidaan tarkastella Legendren funktioitten parillisuutta, kun n ja m ovat
positiivisia kokonaislukuja. Funktio P”"(x) on parillinen, kun m + n on parillinen
kokonaisluku ja pariton muutoin:

Pl (=) = (=1)""" B () (2.93)

Legendren polynomeilla Pj(x) on ominaisuus, joka takaa, ettd jokainen funktio
pystytdan esittdméaén polynomien lineaarikombinaation avulla. Ominaisuutta kutsu-
taan taydellisyydeksi. Taydellisyys tarkoittaa matemaattisessa muodossa ilmaistuna

sita, etta
o0

> a,Py(x) = f(z) (2.94)

n=0
on voimassa kaikille funktiolle, jotka on maaritelty valilla [—1,1]. Legendren poly-
nomien taydellisyys seuraa Sturm-Liouville -teoriasta (Arfken et al., 1995.). Yht&-
pitévé tapa ilmaista funktiojoukon {U,} téydellisyys on (Jackson, 2001)

> Un(a)Un(z) = 6(2' — ) (2.95)

Yhtalod (2.95) kutsutaan taydellisyysrelaatioksi.
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2.4.4 Laplacen yhtalon ratkaisu

Paadyttiin siis siihen, etté yleistetyn Laplace-yhtdlon V- (€-V¢) = 0 toteuttaa funk-
tio Gy (1,0, ) = r 1 Ri(r)01,(0)Q. (), kun m on kokonaisluku. Lisiksi yksittii-
sista ratkaisuista muodostettu summa on myos yleistetyn Laplace-yhtalon ratkaisu.
Sen vuoksi summa

60:0.0) =Y [ RO O (o)l (2.96)

on Laplacen yhtalon ratkaisu, kun R;(r), ©5,,(0) ja Qn(p) ovat

Rl(T) = Al’f’)\(l)+1 + Blrf)‘(l)
O (0) = Cpp P/ (cos 0) + Dy, Q1™ (cos ) (2.97)
Qm(p) = E, cosmp + F,, sinmep

Jos Legendren funktion kertaluku pm on kokonaisluku, nollasta poikkeava ratkaisu
pysyy &arellisena vain, jos my6s [ on kokonaisluku. Kun rajoitutaan /:n kokonais-
lukuarvoihin, summan (2.96) integraali muuttuu summaksi. Yleisemmaéssé tapauk-
sessa ylaindeksi pum voi saada mitéd tahansa reaalisia arvoja, jolloin /:n arvot eivét
valttamatta ole kokonaislukuja.

2.5 Mie-sironta

Tasoaallon siroaminen kappaleesta kuuluu dynaamisen sdhkémagnetiikan peruson-
gelmiin samoin, kuin kappaleen sdhkoinen vaste vakiosahkokentéssa kuuluu statii-
kan perusongelmiin. Seuraavaksi tarkastellaan sdhkodynamiikan sirontaongelmaa,
eli sihkémagneettisen kentén kiayttdytyminen pyritddn kuvaamaan tilanteessa, jos-
sa aallon etenemisreitilld on sirottajia. Luvussa tiiviisti esitettévid asiaa kasitellaan

\ / sirontakentta

heratekentta = .-------_

— > detektori
\\
I’I ‘\I
: .
. !
\ .
a N N N B . /, _>

Kuva 2.5: Tasoaallon ekstinktio. Ekstinktio tarkoittaa eroa herdtekentdn tehon ja
detektorin havaitseman tehon vililla, kun kappale on asetettu tasoaallon reitille. Eks-
tinktioon vaikuttavat kappaleen aiheuttamat sironta ja absorptio. Katkoviiva esittaa
kuvitteellista, pallon muotoista rajapintaa, jonka yli siirtyvaa tehoa lasketaan.
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syvallisemmin Bohrenin ja Huffmanin kirjassa Absorption and Scattering of Light
by Small Particles (1983). Kappaleen sirontaominaisuuksien tunteminen on térkedé
silloin, kun halutaan selvittdd, kuinka hyvin sdhkémagneettinen aalto pystyy siirty-
méan lahettimesta vastaanottimelle. Toisaalta, kun tunnetaan ldhetetty ja vastaa-
notettu aalto, pystytdan tekemédn johtopaatoksia siitd, millaisia sirottajia on voinut
olla matkan varrella.

Dynaamisen sidhkokentén sirontaa pallon muotoisesta dielektrisesté kappaleesta
kutsutaan Mie-sironnaksi. Sirontaongelman analyyttisen ratkaisun keksiviat Gustav
Mie ja Ludvig Lorenz toisistaan riippumatta (Lorenz, 1890; Mie, 1908). Analyytti-
nen Mie-ratkaisu on hyodyllinen silloin, kun aallonpituus on samassa kokoluokassa
pallon halkaisijan kanssa. Jos aallonpituus on huomattavasti pallon halkaisijaa pie-
nempi, on parempi kiyttaéd sddeoptiikkaa analyyttisen ratkaisun sijaan. Jos aallon-
pituus sen sijaan on paljon halkaisijaa suurempi, pystytaan kayttadméaan approksima-
tiivista yhtaloa. Sahkomagneettisen aallon sirontaa pienesté kappaleesta kutsutaan
Rayleigh-sironnaksi lordi Rayleighin mukaan.

Tarkastellaan ensin sirontaa yleisesta dielektrisesta kappaleesta, joka ei ole valt-
tamatta pallon muotoinen. Oletetaan, ettéd detektori on asetettu kuvan 2.5 mukaises-
ti tasoaallon reitille siten, etté se katsoo suoraan tulevaa aaltoa kohti. Jos detektorin
ja ldhettimen vilissd on kappale, detektorin havaitsema kentté poikkeaa tavallisesti
herdtekentéasté, koska véliin asetettu kappale absorboi osan lahetetysta tehosta, min-
k& lisdksi se vaikuttaa siirtyvan tehon suuntaan sirottamalla kenttdd. Sironnan ja
absorption yhteisvaikutusta kutsutaan ekstinktioksi. Ekstinktio siis kertoo, kuinka
suuri osa lahetetysté tehosta menetetdén ennen detektoria.

Sironnan, absorption ja ekstinktion tarkasteleminen kvantitatiivisesti tapahtuu
Poyntingin vektorin

1
S = §§R{E x H*} (2.98)
avulla. Poyntingin vektori kuvaa sdhkémagneettisessa aallossa olevan tehon siirty-

misnopeutta ja -suuntaa. Kun kokonaissiahko- ja -magneettikentit jaetaan herdte-
kentdén ja sironneeseen kentadn

E =E, + E, (2.99)
H=H, +H, (2.100)

pystytdan Poyntingin vektori esittdméadn herédtekentédn ja sironneen kentén avulla
summana

S=S;+ S+ Sext (2.101)
missé termit méadritelladn seuraavasti:
1
1
S, = 53%{ES x H:} (2.103)

1
Sext = 5%{Ei x HY + E; x H} (2.104)
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Kappaleen ymparille voidaan kuvitella kuvan 2.5 mukaisesti pallon muotoinen pin-
ta A, jonka yli siirtyva nettoteho kuvaa pallon sisdpuolella tapahtuvaa absorptiota,
mihin lasketaan yleisessé tapauksessa mukaan kappaleen aiheuttaman absorption
lisdksi myos véliaineesta aiheutuva absorptio. Viliaineesta aiheutuva absorptio on
kuitenkin mielekkainta olettaa héavidvan pieneksi, koska muuten absorptioon vai-
kuttaisi pinnan A valinta. Absorption, sironnan ja ekstinktion vuoksi tapahtuva
energiahavikki pystytdan nyt laskemaan pintaintegraalien avulla:

W, — —/ S-u,dA (2.105)
A
W, = / S. - u,dA (2.106)
A
Wext = —/ Sext RV P dA = Wa + Ws (2107)
A

Kun heratekentén irradianssia merkitdén [;, suureitten

C, = —/ S u,dA (2.108)
A
C, = / S, -u, dA (2.109)
A
Cext - Wext/]i - Ca + C's (2110)

yksikkd on sama kuin pinta-alalla, joten suureita kutsutaan absorptio-, sironta- ja
ekstinktiopoikkipinta-aloiksi. Kappaleen absorptio-, sironta- ja ektinktiotehokkuu-
det ovat vastaavien poikkipinta-alojen ja kappaleen herédtekentdn etenemissuuntaa
vastaan kohtisuoran poikkileikkausen pinta-alan G suhteita:

Cex
Qoxt = Gt (2.111)
Cs
= — 2.112
Q= (2112
Ca
] 2.11
Q=" (2113)

Tarkastellaan tilannetta, jossa positiivisen z-akselin suuntaan etenevan lineaa-
risesti polarisoituneen tasoaallon reitilla on sirottaja koordinaatiston origossa O,
kuten kuvassa 2.6. Tasoaallon aaltovektori k; = k;u, on silloin z-akselin suuntai-
nen. Koordinaatiston voi valita siten, ettd x-akseli on herédtekentédn E; suuntainen.
Heratekentté on siis

E; = Eie/%u, (2.114)

Tavoitteena on 16ytaa sironnut kentta kaukoalueen pisteessa r = ru,. Maaritellaan
sirontataso siten, ettd sirontataso sisdltda sekd z-akselin ettéd tarkastelupisteen r.
Kuvassa 2.6 katkoviivalla rajattu alue méarittelee sirontatason. Herédtteen ja siron-
neen aallon sdhkokentéit pystytdan esittamaéaédn kaukoalueessa komponenteittain si-
ten, ettd lasketaan yhteen sirontatason suuntainen komponentti £} ja sirontatasoon
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Kuva 2.6: Sirottaja herétekentéissid. Koordinaatisto valitaan siten, ettd origo on
sirottajan sisdlla ja herédteaalto etenee positiivisen z-akselin suuntaan. Tasoa, jo-
ka sisaltdd z-akselin ja tarkastelupisteen r, kutsutaan sirontatasoksi. Kantavektori
u, ¢ on sirontatasoa vastaan kohtisuora, ja kantavektori uj s on sirontatason kanssa
saman suuntainen.

ndhden kohtisuora komponentti F :

E, = E||7iu||,i + Emu#i (2.115)
E, = B u,+ Eu,, (2.116)

Sironneen kentén esittdmisessd kdytetddn yhtéloissa (2.115)—(2.116) eri kantavekto-
reita kuin heratekentén esittamiseen. Vektorit u ; ja u, ¢ ovat sirontatason yksik-
konormaalivektoreita ja ne ovat samat. Vektori u) s maaritelldén uj, = u, x u 5 ja
vektori u) ; on vektorin u) s projektio xy-tasoon. Koska sirottavan kappaleen pinnalla
médriteltdavat rajapintachdot ovat lineaariset, sironnut kentta pystytaan esittdmaan
herdtekentan avulla seuraavasti:

Ey s e Ikr==) {Sz 53} |:EJ_ i:|
N ’ 92117
|:E,J jk?“ 54 Sl EHyi ( )

Koska heratekentté oletettiin z-polarisoituneeksi, vaihtoehtoinen tapa esittaé siron-
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nut kenttd E; on
e—jk(r—z)
E,=—— XF,; (2.118)
Jkr

missd X on sironta-amplitudivektori, joka maaritellaan
X = (Szcosp + Sgsing)uy s+ (Sycosp + Sising)u, ¢ (2.119)

Ekstinktio- ja sirontapoikkipinta-alat pystytaén esittdmaéaéan sironta-amplitudivektorin
avulla seuraavasti:

4
Cloe = kQéR{(X w,)g_o} (2.120)
X2
Coca = %dw (2.121)
Am

Oletetaan seuraavaksi, etté sirottajana on pallon muotoinen kappale, jonka side
on a. Heridte on sama kuin edelld, eli E; = Ee 7%*u,. Miiritellisin pallon kokopara-
metri x = ka. Jos pallo on homogeeninen tai radiaalisesti uniaksiaalinen, pystytaan
sahko- ja magneettikentét ratkaisemaan analyyttisesti, kun etsitdén sirontaparamet-
rit a, ja b,. Kaavat (2.120)—(2.121) pystytédédn sen jilkeen sieventdmaéén siten, etté
sironta- ja ekstinktiopoikkipinta-alat on helppo laskea.

Ensin tarkastellaan homogeenista palloa. Homogeenisen pallon tapauksessa si-
rontaparametrit on kiatevinté esittdd Riccati—Bessel-funktioitten avulla, jotka maa-
ritellaén

Yn(p)
&n(p)

PIn(p)
phi? (p)

missd j, on n:s Besselin pallofunktio ja AP on nis ensimmiisen lajin Hankelin
pallofunktio. Kun m on luvussa 2.2.2 méaritelty taitekerroin, sirontaparametreille
patevit seuraavat Riccati-Bessel-funktioitten avulla ilmaistavat yhtalot:

o = Mn(ma)yn,(z) — Ya(2)dy (ma)
T ma (ma)g(z) — &a(@)i, (ma)
= Yn(ma)yy (2) —m%( )i (mix)
" a(ma)g) (z) — m&a (@), (ma)

Sirontaparametrit pystytdan laskemaan myos rekursiivisen yhtalon avulla, mikéd on
erityisen kétevad, kun sirontaongelmalle tehddéan ratkaisija esimerkiksi Matlab-oh-
jelmiston avulla (Métzler, 2002). Sirontaparametrien a,, ja b, lisiksi Mie-ratkaisussa
kdytetaddn muotofunktioita, jotka méaaritelladn

T (0) = w (2.122)
() = 47, (cosb) (2.123)

dé
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Kuva 2.7: Muotofunktiot 7, ja 7,,. Muotofunktiot yhdessé sirontaparametrien kans-
sa kertovat sironneen kentédn. Periodisuuden vuoksi muotofunktiot voi esittda polaa-
rikoordinaatistossa.

Koska muotofunktioitten mééritelméssé esiintyy cosf, muotofunktiot ovat selvésti
periodisia, joten ne voi esittaé kitevasti polaarikoordinaatistossa, kuten kuvassa 2.7.

Né&ita merkintja kayttamalla kentédt pystytddn kirjoittamaan

By = —CZS:O 2 En(jan&,mn + bpamn) (2.124)

B, = —St‘kgo 2 E(bpbnn + jantmn) (2.125)

Hy = —%Si;f g En(bn€l T + anény) (2.126)

H, | = L%C(;:f nf:l E, (bl mtn + annTy) (2.127)

- b= i 2L 129
" ‘n(n+1) '

Seuraavaksi tarkastellaan radiaalisesti uniaksiaalista palloa. Tarkempi kuvaus on
Cheng-Wei Qiun tutkimusryhmén aihetta koskevassa artikkelissa (Qiu et al., 2007).
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Dynamiikassa myos pallon suhteellinen permeabiilisuus g on merkittévd. Radiaali-
sesti uniaksiaalisen pallon sisilld véliaineen suhteellinen permittiivisyys ja permea-
biilisuus jakautuvat radiaaliseen ja tangentiaaliseen komponenttiin:

€ = e,u,u, + et(]: —u,u,) (2.129)
= jiauu, + ut(f —u,u,) (2.130)

Ratkaistaessa sirontaongelman sihkomagneettista kenttaéd on hyodyllista jakaa kent-
ta komponentteihin pallon sdteen suhteen siten, ettd By on pallon sédteen kanssa
kohtisuorassa oleva magneettivuontiheyden komponentti ja Drg on pallon séteen
kanssa kohtisuorassa oleva siahkovuontiheyden komponentti. Komponentit pystytaan
esittamadn skalaaristen potentiaalifunktioitten ¢y ja ¥rg avulla seuraavasti:

BTM =V x (ur¢TM) (2131)
DTE =-V x (uerE) (2132)

Sironnut kentta pystytdédn laskemaan, kun tunnetaan sironneen kentén potentiaalit
Vs TE ja s, jotka ovat

sin ¢
s, TE = by, h ! (cos 6 2.133
Yare = 2 )En (2.133)
Vs = o8y Z anh? (kr)P}(cos ) E, (2.134)
n=1

missi A on toisen lajin Besselin pallofunktio ja 7y on tyhjion aaltoimpedanssi
no = (po/ 60)1/ 2. Jos pallo on radiaalisesti uniaksiaalinen, sirontaparametrit ovat
seuraavat

pi/€ujn(ka)jy, (kia) — g, (ka)ju, (kia)

a, = 2.135
h? (ka jyl kta \/,ut/eth( ka) ]Vl (kta) ( )
e (k:a A k:ta \/ut/ethw ka)j,,(ka)
missa alaindeksit vy ja v, madritellaan
1 1
v = \/n(n+1)3+——— (2.137)
€&n 4 2
pe 11
_ 1 R 2.1
o= faln+ 41— (2.138)

ja ki maaritellaan

ki = wy/eo€cofis (2.139)
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Sirontaparametrien avulla sirontapoikkipinta-ala Ci., ja ekstinktiopoikkipinta-
ala Cext pystytddn lausumaan seuraavasti:

o0

2T

_ 2 2
Coon = 13 ;(Qn + 1) (|an|® + |bal?) (2.140)
U
Coxt = 13 > @n+ DR{a, + bn} (2.141)
n=1

Yhtalot (2.140)—(2.141) ovat voimassa sekd homogeenisen pallon tapauksessa etté
yleisemmin RU-pallon tapauksessa. A#rettomis summia ei pystyté laskemaan yh-
taloissa (2.121)—(2.141), joten summat on katkaistava. Bohren ja Huffman (1983)
ehdottavat termien lukuméaraé

Nmax = T + 423 42 (2.142)

Luvussa esitetyt tulokset on laskettu katkaisemalla summa BH:ta mukaillen 7., ter-
min kohdalla. Yhtélosta (2.142) havaitaan, ettd kokoparametrin kasvaessa tarkkojen
tulosten laskeminen edellyttda yha useampien termien ottamista mukaan summaan.
Jos pallon koko siis on suuri aallonpituuteen niéhden, on turvauduttava sadeoptiik-
kaan, koska Mie-ratkaisun kiyttdminen muuttuu véahitellen epéakaytinnolliseksi.

Homogeenisen pallon ekstinktion kuvaajissa havaitaan kolme erillistd piirretta,
jotka ovat:

e Monotonisesti kasvava ekstinktio, kun z < 1
e Periodinen interferenssikuvio
e Epéisdannollinen hienorakenne

Kuvasta 2.8 huomataan, etté tapa, jolla piirteet tulevat esille, riippuu pallon sdhkoi-
sistd, parametreista. Periodinen kuvio on sitd tihedmpi, mitd suurempi pallon per-
mittiivisyys € on. Periodinen kuvio oskilloi kuitenkin arvon 2 ymparilla permittiivi-
syydestéa riippumatta. Lisdksi monotonisesti kasvava osuus arvoilla z < 1 nousee sité
korkeammalle, mitd suurempi pallon permittiivisyys on. Ekstinktion hienorakenne
on varsin epasadnnollinen siithen nédhden, ettd tarkasteltava kappale on yksinkertai-
nen geometrialtaan. Hienorakenne ei ole kovin voimakas pienilla kokoparametrin x
arvoilla. Hienorakenne tulee kuitenkin esille sitd aikaisemmin, mitd suurempi pal-
lon permittiivisyys on. Hienorakenne ei myoskdan valttamétta jatku loputtomiin,
vaan se saattaa kadota. Kuvan 2.8 viimeisessa kuvaajassa pallo on havidllinen, eli
3{e} # 0, jolloin hienorakenne katoaa tarpeeksi suurilla kokoparametrin z arvoilla.

Kuvan 2.8 kuvaajissa on laitettava merkille, ettd kokoparametri x ei vaikuta
pallon viliaineparametreihin. Kaikki luonnossa esiintyvit materiaalit ovat disper-
siivisid, eli niitten véliaineparametrit riippuvat aallonpituudesta. Kuvan 2.8 tilanne
on tulkittava siten, ettd pallon koko muuttuu ja aallonpituus on vakio. Luonnos-
sa esiintyvien sirottajien, kuten vesipisaroitten, kayttaytymisesta saisi tarkemman
kuvan, olettamalla kappaleen koon vakioksi ja laskemalla sironnan aallonpituuden
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Kuva 2.8: Pallon ekstinktio eri permittiivisyyden e arvoilla. Hienorakenne katoaa,
jos pallo on héavidllinen.

funktiona. Silloin suurin ty6 on véliaineparametrien selvittdmisessa jokaiselle kéyte-
tylle aallonpituudelle erikseen. Kuvassa 2.8 pitdydytédan kuitenkin yksinkertaisuuden
vuoksi muuttumattomissa véliaineparametreissa.

RU-pallon ekstinktiokuvaajista kuvassa 2.9 havaitaan, ettd véliaineparametrien
komponenttien vaihtaminen keskenaédn, siten ettd e; <> u; ja €, <> py,, ei vaiku-
ta ekstinktioon. Sen sijaan, jos sdhkoiset viliaineparametrit vaihdetaan keskendén,
€ <> €y, tal magneettiset viliaineparametrit vaihdetaan keskendan, uy <> py,, eks-
tinktion kuvaaja muuttuu. Séhkoisen anisotropian €, # €, lisdksi on huomioitava
magneettisen anisotropian py # u, vaikutus. Sédhkoisen anisotropian ja magneetti-
sen anisotropian yhteisvaikutusta kutsutaan hybridianisotropiaksi (Qiu et al., 2007).

Tutkaa, jonka ldhetin ja vastaanotin sijaitsevat samassa paikassa, kutsutaan mo-
nostaattiseksi tutkaksi. Takaisinsirontapinta-ala on suure, joka kuvaa kappaleen na-
kyvyyttd monostaattisessa tutkassa. Herdtekenttda mallinnetaan tasoaallon avulla.
Takaisinsironnassa on siis kyse tasoaallon heijastumisesta takaisin aallon tulosuun-
taan. Takaisinsirontapinta-alan tarkka maéaaritelma on

4 |X(180°)

= (2.143)

Oy
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Kuva 2.9: RU-pallon ekstinktio. Permittiivisyyden komponentit voidaan vaihtaa
permeabiilisuuden komponenttien kanssa ilman muutosta ekstinktiossa. Sdhkoisen
anisotropian lisdksi on huomiotava magneettinen anisotropia permeabiilisuudessa fi.
[lmiotéa kutsutaan hybridianisotropiaksi.

Pallon tapauksessa S3 = 0 ja S, = 0, minké lisdksi

= on+1
— 22 (a,m, + b1 2.144
S1 ;n<n+1)(aﬂ+ Tn) ( )
= om+1
:E - b 2.14
RS TITEa A )

Kun kertoimet S,, tunnetaan, pystytaéan sironta-amplitudivektori laskemaan yhtalon
(2.119) avulla. Esimerkki homogeenisen pallon kertoimien S,, kulmariippuvuudesta
on kuvassa 2.10a, jossa pallon taitekerroin on m = 5 — 0.47. Kun kertoimet .5,
tunnetaan, pystytain laskemaan takaisinsirontapinta-ala yhtéalosté (2.143).

Erityisen kiinnostava on tilanne, jossa takaisinsironta katoaa kokonaan. Kappa-
letta, jonka takaisinsironta katoaa, ei pysty havaitsemaan monostaattisessa tutkassa.
Sironta-amplitudivektorin yhtalostéd (2.119) niahdéén, ettéd takaisinsironta katoaa, eli
op = 0, tapauksessa, jossa kertoimet S; ja Sy katoavat. Takaisinsironta katoaa ylei-
sesti tilanteessa, jossa €, = p, ja € = i, kuten kuvassa 2.10b. Epdhomogeenisen
RU-pallon takaisinsironta menee siis nollaan, jos permittiivisyyden komponentit ja
permeabiilisuuden komponentit ovat samat.
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Palloa, jonka pinnalla ovat voimassa reunachdot

n-D=0 (2.146)
n-B=0 (2.147)

kutsutaan DB-palloksi (Lindell & Sihvola, 2009). DB-pallon saa aikaan valitsemalla
pallon sisélle valiaineparametrit ¢, = 0 ja p, = 0. Kuten RU-pallolla, tapauksessa
€ = 11, myos DB-pallon takaisinsironta katoaa. Jos siis oletetaan permittiivisyyden ja
permeabiilisuuden normaalikomponentit riittdvan pieniksi €, — 0, u, — 0, seuraa
kuvan 2.11 mukainen tilanne, jossa takaisinsironta on hyvin pieni.

N0 o4

(a) Homogeeninen pallo (b) RU-pallo

Kuva 2.10: Homogeenisen pallon ja RU-pallon Mie-sironta. Polaarikoordinaatiston
ylempi puolisko kuvaa suuretta S; ja alempi puolisko suuretta S5. Homogeenisen
pallon villiaineparametrit ovat ¢ = (5 — 0.45)%; u = 1. RU-pallon viliaineparametrit
ovat € = i = bnn + 41;.
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Kuva 2.11: DB-pallon Mie-sironta. DB-palloa approksimoidaan siten, ettd valiai-
neparametreiksi valitaan ¢, = 1; s = 10;€, = p, = 1/61. Pallon takaisinsironnan
havaitaan olevan hyvin pieni.



Luku 3

Polarisoituvuuden laskeminen

Mie-sironta, jota kisiteltiin edeltdneessé luvussa (2.5), liittyy sdhkodynamiikkaan.
Seuraavaksi palataan séhkostatiikkaan, eli sihkokentté oletetaan aikariippumatto-
maksi. Luvussa 2.3.3 havaittiin, ettd statiikassa sirottava kappale vastaa kaukoken-
taltaan dipolia, jonka suuruus riippuu kappaleeseen kohdistuvasta herdatekentésta.
Heratekentan ja dipolimomentin vélinen verrannollisuuskerroin on kappaleen po-
larisoituvuus. Polarisoituvuus riippuu lineaarisesti kappaleen sahkoisesté massasta,
eli permittiivisyyden tilavuusintegraalista, mutta polarisoituvuuteen vaikuttaa myos
kappaleen muoto. Seuraavaksi paneudutaan maératyn muotoisten kappaleitten po-
larisoituvuuden laskemiseen.

Homogeeninen pallo ja homogeeninen ympyrélierié ovat esimerkkeja niista har-
voista kappaleista, joitten tapauksessa sirontaongelma pystytdéan ratkaisemaan tar-
kasti. Sirontaongelma mutkistuu, jos homogeenisuudesta luovutaan, mutta ratkai-
seminen on yha mahdollista erikoistapauksissa. RU-pallo ja PU-ympyrélierié ovat
esimerkkeja tapauksista, joissa tarkka ratkaiseminen onnistuu. Menetelmé, jonka
avulla lasketaan PU-ympyrélierion polarisoituvuus, on periaatteeltaan sama kuin
RU-pallon tapauksessa kaytettava menetelma, joten kaksiulotteista sirontaongelmaa
tarkastellaan ensin, luvussa 3.1. RU-palloa késitellaan luvussa 3.2. Aidosti systroop-
pisen pallon polarisoituvuutta ei pysty laskemaan tarkasti, mutta luvussa 3.3 esite-
taan puolianalyyttinen ratkaisu.

Tyossa esitettdva menetelmé systrooppisen pallon polarisoituvuuden maaritta-
miseen toimii ainoastaan erikoistapauksessa, jota kutsutaan tyossa sdannolliseksi
systropiaksi. Yleisemméssa tapauksessa voi kiyttda numeriikkaa. Luku 3.4 kuvailee
ongelmia, joihin analyyttisissd menetelmissa torméatéaan, kun systropia ei ole sdan-
nollista. Luvussa 3.5 sirontaongelma ratkaistaan numeerisesti kaupallisen valmisoh-
jelman avulla. Lopuksi, luvussa 3.6, késitelldan kahta erikoistapausta, joissa pallon
pinta toteuttaa sdhkoisen tai magneettisen reunaehdon.

3.1 PU-ympyralierio

Tarkastellaan polarisoituvuuden laskemista kuvan 3.1 esittdmaéssa tilanteessa, jossa
vapaassa tilassa on darettoméan pitkd suora ympyrélierio. Lierié on z-akselin suuntai-
nen ja sen séde on a. Lierion permittiivisyys méaaritelladn sylinterikoordinaatistossa

34
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seuraavasti:
€ = €,,U,U, + €,,U,U, (3.1)

Lieri6td, jonka véliaineparametrit mééritelldan kaavan (3.1) avulla, kutsutaan téssé
tyossé polaariuniaksiaaliseksi (PU).

Lierion polarisoituvuuden voi laskea ratkaisemalla sdhkokentén lierion sisé- ja
ulkopuolella ja yhdistamaélla tulokset sopivien reunaehtojen avulla. Lierion ulkopuo-
linen potentiaali koostuu herattévasta kentédstd, joka tunnetaan, ja vastekentésta,
joka halutaan selvittdéd. Valitaan ldhdekentédksi EP = EPu,. Silloin ldhdekentdn po-
tentiaali on

¢P = —EPx = —EPpcosp (3.2)

Vastekentéin potentiaali on muotoa ¢* = Bp~! cos ¢. Operoimalla sylinterikoor-
dinaatiston Laplace-operaattorilla pystytddn varmistumaan siitd, ettd molemmat
potentiaalit ovat Laplacen yhtéalon ratkaisuja. Laplacen operaattori sylinterikoordi-
naatistossa on

10 0¢p 1 0%¢
V20(p, o) = —— [ p= —— 3.3
¢(p, ) P <pap> t ros (3.3)
Havaitaan, ettd herdatekentdn potentiaali ¢P toteuttaa Laplacen yhtalon:
V2 (p, ) = S (EPpeos ) + ~5(~EPpeos ) = 0 (3.4
pOp p
C €op
€pp o
. SEE—
............. Y /
-------------------- . EP
x

Kuva 3.1: PU-ympyralierié. Todellinen sirottaja jatkuu loputtomiin z-akselin mo-
lempiin suuntiin. Koska sirottaja on symmetrinen z-akselin suhteen, pelkidsdan yh-
den heratteen EP = EPu, tarkasteleminen riittaa.
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Vastekentén potentiaali ¢° toteuttaa samoin Laplacen yhtélon:

19 B 1 B
V2% (p, ) :Ea_p(_po 2008@)+;(—BP ' cos )

1 1
:;(Bp’2 cos @) + E(—Bp’1 cosp) =0 (3.5)

Lierion sisdpuolella tilanne on sikdli mutkikkaampi, etta viliaineparametrien vai-
kutus on huomioitava. Jos véliaine on epahomogeenista, eli €,, # €44, lierion sisdpuo-
linen sdhkopotentiaali ei toteuta Laplacen yhtalod vaan yleistetyn Laplace-yhtalon.
Yleistetty Laplacen yhtdlo on sylinterikoordinaatistossa

B - B _ (09 10¢
_ w0 (09 | € P9
~pOp (pap) e (3.7)
Kun sijoitetaan yrite
¢(p; p) = R(p)Q(») (3.8)
paadytaan yhtaloon
p 0 ( OR €op 0°Q _
w2 (p ap) Qlp) + ()5 G2 =0 (39)
Separoimalla muuttujat saadaan kaksi erillista differentiaaliyhtaloa Q(¢):1le ja R(p):lle:
€ 0%Q
_ga_w = cpom? (3.10)
€ppp O ( OR 2
PeE ) = A1
R 9p <p 0/)) ceelt (31

Ensimmaisen differentiaaliyhtdlon (3.10) ratkaisu on

Q) = ™? (3.12)

missd m:n on oltava kokonaisluku, jotta ratkaisu olisi yksikésitteinen. Oletetaan,
ettd patee m = 1. Kun tarkastellaan ratkaisun reaali- ja imaginaariosaa erikseen,
saadaan kaksi ratkaisua

Q(p) = cos(p) (3.13)
Q(p) = sin(p) (3.14)

Huomataan, ettd ensimmainen ratkaisu antaa lierion sisdpuolelle saman -riippuvuuden
kuin lierion ulkopuolella. Toisen differentiaaliyhtalon kaksi ratkaisua ovat

€pp

R(p) = A (S) (3.15)
R(p) = A <§>, w (3.16)
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Ainoastaan ensimmainen ratkaisuista on hyviksyttavé, koska potentiaalin on pysyt-
tava aarellisend lierion keskipisteessa.

Tuntemattomat kertoimet pystytdin ratkaisemaan soveltamalla rajapintachtoja
lierion ulkopuoliseen ja sisdpuoliseen potentiaaliin. Rajapintachdot

¢Sisa(pa 90) |p:a: ¢u1ko (P» 90) |p:a

c d¢sisa (07 90) _ dgbulko (P, SO) (317)
PP dp — d,O —a
yksinkertaistuvat muotoon
A= —FPa + Ba™!
2 3.18
A= — | -C (EPa+ Ba™) (3.18)
€op€op
mistéd saadaan tuntemattomiksi kertoimiksi
2
A= —aqFP——
Vepp€op + 1 (3 19)
Be 2P Y €op€op — 1 '
Veop€op + 1
Polarisoituvuus « maériteltiin
p = aFP
Normalisoitu polarisoituvuus o, on kaksiulotteisessa tapauksessa
Q
L= 3.20
= (3.20)

missd Ag on lierion poikkileikkauksen pinta-ala. Kaksiulotteinen dipoli aiheuttaa

potentiaalin
_ b, PpeOSe (3.21)
2megp  2meqp '

¢ (p, ©)

Kun vaaditaan ¢q(p, ¢) = ¢°(p, @), eli ettd dipolin aiheuttama kentté on yhtéd suuri
lierion vastekentédn kanssa, pystytadn ratkaisemaan dipolimomentti p

p = 2men B (3.22)
ja normalisoitu polarisoituvuus

EP 2B E€pp€op — 1
o — p/EY oV PPTee (3.23)

T Ay a?EP Vepp€op +1

Kuvasta 3.2 havaitaan, ettd daritapauksessa €,, — 00 normalisoitu polarisoitu-
vuus saa arvon oy, = 2 ja toisessa aaritapauksessa €,, — 0 arvon a;, = —2. Havain-
to myotéailee yhtélod (3.23), kuten huomataan sijoittamalla permittiivisyyden kaksi
aariarvoa yhtaloon.
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€ =€
P9 pp
P9 PP

e =bg
1 —"90 "p

10 10 10 10 10

Kuva 3.2: PU-ympyrélierion normalisoitu polarisoituvuus.

Yhtéalossa (3.23) lierion normalisoidun polarisoituvuuden a,, havaitaan riippuvan
suureesta (eppew)l/ 2 jota voidaan pitdd PU-ympyrilierion sihkoisens massana. Jos
ndin madritelty sahkoinen massa tunnetaan, ei komponenttien €,, ja €,, tuntemi-
nen ole tarpeen kappaleen sirontaominaisuuksien méarittdmisen kannalta. Kuvassa
3.2 suhde €,,/€,, vaikuttaa siis kuvaajan sijaintiin vaaka-akselilla, mutta ei kuvaa-
jan muotoon. Jos kuvaajat piirrettaisiin kiyttamalla muuttujana sdhkoistd massaa
(€,p€00) "%, kuvaajat piirtyisiviit padllekkiin siten, etti jokainen niist# kulkisi pisteen
(1,0) kautta.

Liséksi kuvaajan perusteella homogeenisen lierion polarisoituvuus néyttas katoa-
van, kun suhteellinen permittiivisyys saa arvon €,, = 1. Tulos on ymmaérrettavissa
siten, ettd tarkasteltavan avaruuden viliaine on kauttaaltaan homogeenista. Ku-
vitteellinen rajapinta ei endd jaa avaruutta eri alueisiin véliaineparametrien perus-
teella, minkd vuoksi rajapinnan voi kokonaan unohtaa. Vastekenttd E°® méariteltiin
toisaalta siten, etté sen lahteet ovat sirottajan sisélla. Koska "sirottaja” pystytéaan
avaruuden homogeenisuuden vuoksi méaritteleméaédn mielivaltaisesti, vastekentén on
kadottava: E® = 0. Silloin my6s polarisoituvuus katoaa. Polarisoituvuus katoaa myos
yhtélon (3.23) perusteella, kun sijoitetaan €,, = 1 ja €y, = 1.

Koska polarisoituvuuteen vaikuttaa vain sdhkdinen massa (€,,€,,)"?, lierién po-
larisoituvuus saattaa kadota, vaikka homogeenisessa viliaineessa olisikin aito sirot-
taja, eli €,, # 1 ja €,, # 1. Yhtélon (3.23) perusteella polarisoituvuus katoaa, kun
€pp = (€4p) 1. Pallo on silloin ndkyméton pienilld taajuuksilla tai séhkokentdn olles-
sa staattinen.
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3.2 RU-pallo

3.2.1 Yleinen RU-pallo

Kuva 3.3: RU pallo. Sirontaongelma on pallosymmetrinen, joten herattavan kentan
suunnan voi valita mielivaltaisesti. Ongelman matemaattinen tarkastelu on yksin-
kertaisinta, kun herattaviksi kentéksi valitaan EPu,, jolloin kenttd on positiivisen
z-akselin suuntainen.

Tarkastellaan pallon muotoista a-sateista kappaletta, jonka keskipiste on origos-
sa, kuten kuvassa 3.3. Pallo on asetettu tyhjdan avaruuteen. Pallon sisalla véliaine-
parametrin € maéarittelee yhtalo

€ = €o(enu, 1, + €uguy + € uguy) (3.24)

Kyse on siis systrooppisen pallon erikoistapauksesta, jossa €gg = €44 = €. Erikoista-
pausta, jossa permittiivisyydelld on vain yksi tangenttikomponentti kutsutaan RU-
palloksi. Pallon normaalin suuntaiselle permittiivisyydelle €., otettiin kiayttoon ly-
hyempi merkinta €,. RU-pallossa mikddn suunta ei ole erikoisasemassa, vaan kappale
on pallosymmetrinen. Sen vuoksi RU-pallo on aidosti systrooppista palloa yksinker-
taisempi kappale. Tarkasteltaessa kaukokenttdd lasketaankin aidosti systrooppista
palloa varten tarvittavien kahden erillisen polarisoituvuuden sijasta yksi ainut po-
larisoituvuus, joka riittdd kuvaamaan pallon kiyttdytymisté erisuuntaisten herite-
kenttien vaikutuksen alaisena.

Oletetaan, ettd RU-palloon kohdistuu ulkoinen sidhkokenttd EP = EPu,. He-
rattavan kentdn suunnan voi valita vapaasti, joten suunnaksi oletetaan positiivisen
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z-akselin suunta. Tavoitteena on selvittad pallon vastekenttd E° ja lopulta polari-
soituvuus . Kentén aiheuttaman potentiaalin voi ilmaista pallokoordinaatistossa

¢P = —EPz = —EPrcosf (3.25)

Potentiaalin ¢y, = ¢P + ¢° on toteutettava tavallinen Laplacen yhtilo V2@ = 0
pallon ulkopuolella, tyhjédssa avaruudessa, ja potentiaalin ¢, on toteutettava yleis-
tetty Laplacen yhtdlo V - (€- V@) = 0 pallon sisédpuolisessa véliaineessa. Herdttavan
kentén potentiaalissa ¢P ei ole ¢-riippuvuutta, joten symmetrian vuoksi myoskaan
sekundaérikentén potentiaalissa ¢° ei voi olla p-riippuvuutta pallon sisé- tai ulkopuo-
lella. Yleistetyn Laplacen yhtéalon ratkaisu esitettiin luvussa 2.4, jossa riippuvuuden
havaittiin olevan muotoa

Q(p) = Ecosmy + Fsinmgp (3.26)

Kulmariippuvuudesta péaastadn siis eroon, kun valitaan m = 0. Kokeillaan pallon
sisé- ja ulkopuoliselle potentiaalille yritetta

Ar~2cos — EPrcosf, r>a

Br W cos ), r<a

o(r,0) = { (3.27)

Yrite on samaa muotoa kuin 2.96, joten se toteuttaa yleistetyn Laplace-yhtalon. Yri-
te on sikili jarkevé, ettd sekundédrikentédn potentiaalin arvo ei kasva rajatta, kun
etédisyys origosta lisdéntyy, kuten tapahtuisi, jos r:n eksponentti saisi my0s posi-
tiivisia arvoja. Potentiaali ei myoskdan pallon sisélla kasva rajatta, kun siirrytédan
kohti origoa. Yritteessd ei oteta mukaan kaikkia mahdollisia ratkaisun (2.96) ter-
mejd, minkd vuoksi osa ratkaisuista saatettaisiin periaatteessa menettda. Toisaalta
luonnon on oltava sikéli yksikésitteinen, etté tietty herdte aiheuttaa pelkastaén yh-
denlaisen vasteen. Sen vuoksi riittdd, ettd loydetddn yksi ratkaisu, joka toteuttaa
Laplacen yhtalon eri alueissa ja joka toteuttaa liséksi reuna- ja rajapintachdot.

Pakotetaan potentiaalin jatkuvuus ja siahkévuontiheyden normaalikomponentin
n - D jatkuvuus rajapinnalla r = a. Saadaan seuraavat yhtalot:

¢sisa(ra 6)‘7~:a = Qbulko (r, 9) |r:a
d¢sisa<r7 9) _ d—Qbulko (Ta 0) (328)
€y ————= _
dr dr

r=a r=a

Kun sijoitetaan yrite, ensimmaéinen yhtalo muuttuu muotoon
Aa~% — EPa = Ba*V (3.29)
ja toinen yhtalo muuttuu muotoon
—2Aa"? — EP = ¢,BA\(1)a*M ! (3.30)

Kun eliminoidaan pallon siséistd kenttdd kuvaava kerroin B yhtéloista (3.29) ja
(3.30), saadaan lauseke pallon ulkopuolista kenttééd kuvaavalle kertoimelle A:

&A1) -1

— T EPg3 31
A1) +2 ¢ (3:31)
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jolloin kertoimen B arvoksi tulee

3
B=_——_° 32
A1) + 2" (3:32)

Kappaleen sahkoistéd vastetta pystytddn kuvaamaan laaduttoman luvun avulla
kiayttamalld normalistoitua polarisoituvuutta, joka maéritellaan

p/EP
oy =
GOV

(3.33)

Alaindeksi n viittaa normalisointiin eikéd normaalisuuntaisuuteen. Normalisoitu po-
larisoituvuus kuvaa kappaleen polarisoitumiskykyéa suhteessa kappaleen tilavuuteen.
Kasite on analoginen luvussa 3.1 lieridlle esitetyn normalisoidun polarisoituvuuden
késitteen kanssa, mutta kolmiulotteisessa tilanteessa on yhtilossé (3.33) kiytettava
pinta-alan sijasta kappaleen tilavuutta V', joka on pallon tapauksessa

4dra’
V=
3

(3.34)

Normalisoitu polarisoituvuus pystytddn laskemaan kertoimesta A, kun vaaditaan,
ettd sekundaarikentta ja dipolin aiheuttama kenttéd ovat samoja

pcosf b = & Acost
—_— = d: —

4dmegr?

(3.35)

r2

Kun sijoitetaan A:n arvo yhtélostd (3.31) ja kdytetaan pallon tilavuuden kaavaa
(3.34), saadaan normalisoitu polarisoituvuus:

AJEP _aA(1) 1

oV  Te1)+2 (3:36)

o, = 4meg

Sijoittamalla \({):n mééritelméa (2.79)

yhtdloon (3.23) saadaan

3en + 2 — /€2 + 8eyey (3.37)
€n — 4 — /€2 + Beney .

RU-pallon polarisoituvuuskuvaaja kuvassa 3.4 poikkeaa monessa suhteessa PU-
ympyralierion polarisoituvuuskuvaajasta 3.2 luvussa 3.1. RU-pallon normalisoidun
polarisoituvuuden riippuvuus permittiivisyyden komponenteista ay (€, €;) on mut-
kikkaampi kuin PU-ympyrélierion vastaava riippuvuus. Permittiivisyyden kompo-
nentit eiviat vaikuta RU-pallon polarisoituvuuteen symmetrisesti, vaan komponent-
tien vaihtaminen keskenédn muuttaa pallon polarisoituvuutta. Kyseesséd on merkit-
tava periaatteellinen ero RU-pallon ja PU-ympyrélierion polarisoituvuuksien vilil-
li. Luvussa 3.1 médriteltiin PU-ympyrilieriélle sihkdinen massa (e,,€,,)Y2. Sama

an =
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-15
107

Kuva 3.4: RU-pallon normalisoitu polarisoituvuus. Yhtenéinen viiva kuvaa tuloksia,
jotka on laskettu kiyttden kaavaa (3.36). Ristit ovat COMSOL-ohjelmalla laskettuja
vertailutuloksia.

menettely ei kuitenkaan toimi RU-pallojen tapauksessa. RU-pallon normalisoidun
polarisoituvuuden yhtdlossd (3.37) komponentit €, ja €, jakautuvat eri termeihin,
joten tulo e, ei kiinnita polarisoituvuutta yksikasitteisesti. Kuvan 3.4 kuvaajissa
ero nakyy siten, ettd suhteen ¢;/e, muuttaminen vaikuttaa kuvaajan sijainnin liséksi
myos kuvaajan muotoon.

RU-pallon permittiivisyyden komponenttien epadsymmetrinen vaikutus polarisoi-
tuvuuteen johtaa siihen, ettéd polarisoituvuuden raja-arvo suurilla normaalisuuntai-
sen permittiivisyyden €, arvoilla riippuu tangentin suuntaisesta permittiivisyydesta
;- Raja-arvon kayttaytyminen poikkeaa sikdli PU-ympyralieriditten polarisoituvuu-
den kiyttaytymisestd rajalla €,, — oo, etta PU-ympyralierion tapauksessa raja-
arvo ei riipu tangenttikomponentista e,,. PU-ympyralierion normalisoidun polari-
soituvuuden havaittiin suppenevan suhteesta €, /€,, riilppumatta kohti raja-arvoa
oy, = 2, kun radiaalisuuntainen permittiivisyys lahestyi arvoa €,, — 0o. Sama sym-
metrinen kayttdytyminen ei kuitenkaan yleisty kolmiulotteiseen tilanteeseen. Rajalla
en — 00 lauseke (3.37) sievenee muotoon

~3(2¢— 1)
W= (3.38)

kuten voidaan ndhdéa soveltamalla lausekkeeseen Taylorin kehitelméa
1
\/1+$:1+§$, r 0 (3.39)

RU-pallon normalisoitu polarisoituvuus suppenee siis €,:n kasvaessa kohti eri arvoja,
riippuen tangenttikomponentin ¢; suuruudesta.
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RU-palloilla normalisoitu polarisoituvuus ldhestyy suhteesta €;/e, riippumatta
raja-arvoa o, — —3/2, kun €, — 0+. Kuvan 3.4 raja-arvon voi paétella olevan voi-
massa sijoittamalla permittiivisyyden €, = 0 yhtdloon (3.37). Raja-arvo a,, — —3/2
saavutetaan myos silloin, kun ¢, — 04, kuten kiy selville yhtdlosta (3.38). Ku-
van 3.4 voi katsoa ennakoivan myos tata polarisoituvuuden kayttaytymisté, koska
raja-arvo —3/2 saavutetaan nopeammin permittiivisyyden e, arvon ollessa pieni.
Lierion tapauksessa yhden komponentin muuttaminen pieneksi ei takaa raja-arvon
saavuttamista, koska toisen komponentin arvon voi aina valita siten, ettd polarisoi-
tuvuus katoaa. Toisaalta myos RU-pallon polarisoituvuuden saa katoamaan, vaikka
radiaalinen permittiivisyys saisi arvon €, = oo, valitsemalla tangentin suuntaiseksi
permittiivisyydeksi ¢, = 271,

3.2.2 Isotrooppinen pallo

Viliaineparametreiltaan isotrooppinen pallo on RU-pallon erikoistapaus, jossa kom-
ponentit ovat samat, eli ¢, = €. Kun herdtteena kiytetdan vakiokenttda EPu.,
isotrooppisen pallon sisdkenttéd on vakio. Homogeenisen pallon sisdkenttd saadaan
yhtéloista (3.27) ja (3.32), kun muistetaan, ettd A(1) = 1 isotrooppisessa tilanteessa:

9 (Br*Y cos 6)
Esisa = _v¢sisa = - P u,
z
0 3
=—— |- z | EPu,
0z €n+ 2
3 P
= 2E u, (3.40)
n
. 1.4 . 13
. 1.2
2 2 11
1 12 1 1
0.9
> 0 o > 0 0.8
0.7
4 1 4 -
2 0.9 ol 0.5
0.4
-3 08 -3 03
3 2 4 0o 1 2 3 3 2 4 0o 1 2 3 :
(a) Isotrooppinen (b) RU

Kuva 3.5: Isotrooppisen pallon ja RU-pallon poikkileikkaus zy-tasossa, kun he-
ratekenttd on EPu,, missd EP = 1V /m. Kuvaajan véri kertoo kentén itseisarvon
|E| [V/m] kussakin poikkileikkauksen pisteessd. Isotrooppisen pallon sisélla kentté
on vakio. Isotrooppisen pallon permittiivisyys on € = 2 ja RU-pallon permittiivisyy-
den komponentit ovat €, = 1 ja ¢, = 2.
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Siséikentta ei kuitenkaan ole vakio yleisessd RU-tapauksessa, vaan materiaalin
on oltava isotrooppista. Kun permittiivisyyden komponentit eroavat, sidhkokentta
muuttuu myo6s pallon sisdlld, kuten kuvassa 3.5. Kuvassa 3.5b kentta nayttdaa kul-
kevan rajapinnan yli jatkuvasti. Jatkuvuus johtuu siitd, ettd rajapintaehto (2.53)
€10l = €2, Ey yksinkertaistuu, kun normaalisuuntaiset permittiivisyydet €;/5,, = 1
jatetdan pois yhtalon molemmilta puolilta.

3.3 Saannollisesti systrooppinen pallo

3.3.1 Saannollinen systropia

EP
I
€09

Kuva 3.6: Systrooppinen pallo. Aidosti systrooppisessa pallossa €., # €9, mika, rik-
koo pallosymmetrian. Pyordhdyssymmetriasta z-akselin suhteen seuraa kuitenkin,
ettéd yleisen polarisoituvuusdyadin &, méaérittdmiseen riittdd kahden eri herdttéavan
kentdn tarkasteleminen. Herédttaviksi kentiksi valitaan z-akselin suuntainen Eﬁ ja
z-akselin suuntainen E! .

Systrooppisten pallojen yllattava piirre on se, etté pieni muutos valiaineparamet-
reissa muuttaa sirontaongelman matemaattisen luonteen téysin, vaikka pallon séh-
koinen kayttaytyminen muuttuu odotetusti ainoastaan vihan. Kun tangentiaalisten
viliaineparametrien suhde €,,/€gy on kokonaisluvun nelié, ongelma pystytdan rat-
kaisemaan puolianalyyttisin menetelmin. Tilannetta kutsutaan tyossa saannolliseksi
systropiaksi. Jos suhde on jotakin muuta kuin kokonaisluvun nelio, pallo ei enédé ole
sdannollisesti systrooppinen. Silloin tyossé esiteltdva puolianalyyttinen menetelmé
ei endd toimi, mutta ratkaisun pystyy yhé 16ytdméaan numeerisin menetelmin. Nu-
meeriikassa valiaineparametrien vahainen muuttaminen ei vaikuta olennaisesti rat-
kaisumenetelmén luonteeseen tai saatuun lopputulokseen. Puolianalyyttisten mene-
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telmien kannalta sddnnollinen ja yleinen systropia kuitenkin poikkeavat toisistaan
paljon.

Tarkastellaan tilannetta, jossa systrooppinen pallo on vapaassa tilassa, ja pal-
loon kohdistuu ulkoinen sékokenttd EP, kuten kuvassa 3.6. Pallo, jonka sidde on a,
asetetaan siten, ettd sen keskipiste on origossa. Pallon sisilld véliaineparametri €
médritelladn samoin kuin luvussa 2.4, eli

€ = €o(6r U U, + €gouguy + €,,u,U,)

Tavoitteena on selvittda pallon sekundéaérikentta E° ja lopulta polarisoituvuusdyadi
a. Systrooppinen pallo, jonka véliaineparametrit méaritellaan ylla olevan yhtalon
(2.68) avulla, on pyordhdyssymmetrinen z-akselin suhteen, joten polarisoituvuus-
dyadilla on kaksi toisistaan poikkeavaa komponenttia. Ensimmaéinen kompontti o
kuvaa polarisoituvuutta, kun kentta on z-akselin suuntainen, ja toinen komponentti
a, kuvaa polarisoituvuutta, kun kenttd on z-akselia vastaan kohtisuorassa kulmas-
sa. Jokaisen vakiokentdn EP voi jakaa pitkittdiseen ja poikittaiseen komponenttiin

EP = Eﬁ + EY (3.41)
jolloin komponenttien vaikutukset ET“ ja EY vol laskea erikseen ja summata lopulta
keskenaén. Sen vuoksi riittda tarkastella erikseen heréttivia kenttia EPu, ja EPu,.
Pyordahdyssymmetrian vuoksi poikittaisen kentdn suunnan voi valita mielivaltaisesti
xry-tasosta, mutta positiivisen x-akselin suunta on luonnollinen valinta.

Herédttavan kentédn oletetaan olevan aluksi pitkittdinen z-akselin suuntainen va-
kiokentta Eﬁ. Herattavassa kentédssa ei ole (p-riippuvuutta, joten (p-riippuvuuden on
puututtava myos sironneesta kentastd symmetriasyista. Luvussa 2.4 esiteltiin yleis-
tetty Laplacen operaattori:

cvf) e, L0 20w O (O8N e O
\V4 (6 vf)_ETTTZaT’(T 8T>+7’281H‘988 (Slneae) +7’2811’1298Q02

Kun yhtdloon sijoitetaan

a JR—
dp
huomataan, etté e, ei vaikuta operaattoriin, eiké se siten vaikuta myoskaan Laplacen
yhtalon ratkaisuun. Riippumatta e, oikeasta arvosta voidaan siis olettaa €,, =

€gg, jolloin kyseesséd on RU-pallo, jota késiteltiin jo luvussa 3.2. Systrooppisen pal-
lon normalisoitu polarisoituvuus z-suunnassa on siis sama kuin RU-pallon yleinen

polarisoituvuus
€rr + 2 — /€2, + 8€p€
3 % (3.42)

Erp — 4 — 612"7" + 8€rr€90

0

Qp || = QnRU =

Permittiivisyyden komponentin €,, voi havaita merkityksettomaksi myos suo-
remmin, kiyttaméatta yleistettyd Laplacen yhtéloa. Herdtteen ollessa z-suuntainen
pallon sisdkentalla ei ole lainkaan p-komponenttia, eli uyu, - Egg = 0, koska muu-
toin pyordhdyssymmetria z-akselin suhteen rikkoutuisi. Polarisoituvuus on yhtélon



46

(2.66) nojalla

~i

Q]

o= [

= / €0 (errurur + €gougUy + €,,U, U, — I) - Egiga dV
1%

) : Esisa dV

= / €0 <€r7"urur + €gouguy — IZ) : Esisa dVv
|4

Huomataan, etté e,, katoaa polarisoituvuuden yhtalosta.

Seuraavaksi tarkastellaan poikittaissuuntaista polarisoituvuutta c, ; . Tilanne on
aikaisempaa mutkikkaampi, koska herattavalla kentélla on @-riippuvuutta, minka
vuoksi edelld esitetty, Laplacen operaattorin viimeisen termin katoamiseen johta-
nut, argumentti ei ole endé voimassa, eikd RU-pallolle laskettua polarisoituvuuden
kaavaa voi hyodyntaa sellaisenaan. Ratkaisun etsiminen aloitetaan, kuten RU-pallon
tapauksessa, kayttamalla sopivaa yritettd. Kuten aikaisemmin yritteen on toteutet-
tava rajapintachdot tarkasteltavien kahden alueen viliselld rajapinnalla, sironneen
kentdn potentiaalin on mentéva nollaan kaukana pallosta ja kentdn on pysyttava
adrellisena pallon sisalla. Kokeillaan seuraavaa yritetta:

4 (z)p o
IN —1-1
—EPrsinf cos p + Z Ay (f) Pl(cosf)cosp, T>a
a
6(r,0,0) = A0y (3.43)
7\ D)
Z B <—> Pf(cosf)cosp, r<a
\ dAi—wy

Summissa kdytetty merkintd on tulkittava seuraavasti

o0

Z a; = a, + a0+ apia+ ... (3.44)
2[(l-p)

eli indeksi [ saa arvot p:sta ddrettoméan siten, ettd joka toinen luku jatetdan véliin.
Yrite on muotoa (2.96), joten se on potentiaalinen ratkaisu. Yrite ei kuitenkaan
ole yleisin mahdollinen, vaan se on erikoistapaus, joka toimii tutkittaessa siron-
taongelmaa. Ensimmainen rajoitus, joka tehdaén, seuraa reunachdoista. Potentiaa-
lin on sailyttivd ddrellisend sirottajan sisdlld. Legendren funktion P/(cos@) arvo
pysyy aarellisenéd padtepisteissd cosf = +1, jos pu on epénegatiivinen kokonaislu-
ku p € Z, U {0}. Funktion arvo voi kuitenkin myos kasvaa tai pienentyéd rajatta
lahelld toista paatepistettd, jos p ei ole kokonaisluku. Jotta toinen reunaehdoista,
eli potentiaalin adérellisyys véliaineessa, olisi voimassa, on siis oletettava, ettd u on
epanegatiivinen kokonaisluku. Sen jélkeen yrite toteuttaa vaaditut reunaehdot.
Yritteesté on lisdksi jatetty pois osa termeisté, koska kaikkien termien ei katsota
olevan ratkaisun kannalta olennaisia. Yritteessd tehtiin valinta m = 1 seké pallon
sisd- ettd ulkopuolella, jotta p-riippuvuus olisi sama molemmissa alueissa. Kertoimet
A1 ja B, ovat merkityksettomié, koska summat alkavat joka tapauksessa vasta
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[:n arvoista 1 ja u, miké johtuu seuraavasta Legendren funktioitten ominaisuudesta,
joka on voimassa, kun [ ja u ovat kokonaislukuja:

PO =0, < (3.45)

Yhtélon (3.45) havaitaan olevan voimassa tarkastelemalla Legendren liittofunktion
lauseketta, joka on m:n ja l:n kokonaislukuarvoilla (2.90)

) = (1- 2 Y pe (3.46)

Lausekkeessa P;(£) on [:nnen asteen polynomi, joten derivoiminen useammin kuin /
kertaa antaa tulokseksi nollan.

Yhtalon (3.43) summassa joka toinen termi hypétdén yli. Termien jattdminen
pois johtuu sirontaongelman peilisymmetriasta. Koska herattavian kentdn suunnaksi
valittiin u,, sirontaongelma on peilisymmetrinen xy-tason suhteen. Systrooppisen
pallon kumpikaan napa ei siis ole erityisasemassa. Legendren liittofunktio P/*(¢) on
kuitenkin pariton funktio, jos luku [ — p on positiivinen pariton kokonaisluku:

PI(&) = (=1)"B/(=¢) (3.47)
Sen vuoksi on vaadittava, ettd As, o = 0 ja Ba,i,11 = 0, jotta peilisymmetria

séilyisi.
Kertoimien méaarittamiseksi kaytetadn rajapintaehtoja, jotka ovat kuten edelld

¢sisa(7n7 97 Qp)lr:a = ¢ulko(ra 07 (70) |r:a

d(bsisa(rv 97 (10> o d(bulko (7”, 67 90) (348>
€rp ———————— = "
dr r=a dr r=a
Kun yhtéloihin sijoitetaan yrite, saadaan rajapintachdot

( o0 oo

> BiP€) = —EPPI&) + Y AP

2|(1—p) 2|(1-1) (3.49)

> e MOBIP(E) = —aBPPI(€) = ) I+ DAR(S)

L 2(-p) 2|(1-1)

missa siirryttiin kdiyttdméaan méaritelméaa & = cos 6.

Molempien yhtaloista on toteuduttava kaikilla &:n arvoilla véalilla [—1, 1]. Tunte-
mattomia kertoimia on loputtomiin, mutta koska normalisoidun polarisoituvuuden
oy, | méadrittéd pelkastdan kerroin A, kaikkia tuntemattomia kertoimia ei tarvitse
ratkaista, vaan kidytannossa riittdd ratkaista muutama ensimméinen kerroin sarjas-
sa. Paattymaton sarja katkaistaan siten, ettd mukaan tulee vain N termié, missd N
on toistaiseksi mielivaltainen kokonaisluku.
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3.3.2 Fourier’n menetelma

Katkaistujen sarjojen kertoimet selvitetdan kiayttamalla Fourier'n menetelméa. Me-
netelméé varten on méériteltava sisiatulo testifunktion g,(€) ja testattavan funktion

f(&) valille: )
(9a(6). £(0)) = / 0u(O)F(€) de (3.50)

1

Jos kaksi funktiota f1(€) ja f2(€) ovat samat vililld [—1, 1], ne antavat samat sisdtulot
kaikilla testifunktioilla g, ():

{9n(£), £1(8)) = (9n(E), f2(£)) (3.51)

Testifunktion kiyttotarkoitus on siis kahden funktion yhtdsuuruuden tai erisuuruu-
den vahvistaminen likiméaérin.

Testifunktioitten joukko {g,} on valittava siten, etta testifunktioiden avulla voi
tarkastella luotettavasti funktioitten samankaltaisuutta. Auttaa, jos tunnetaan joi-
takin funktioiden f;/, tarkeimpid ominaisuuksia, koska silloin voidaan rajoittua tar-
kastelemaan pienté osaa kaikkien mahdollisten funktioitten vektoriavaruudesta. Tes-
tifunktioitten on viritettdva mahdollisimman hyvin se osa vektoriavaruudesta, johon
funktiot f,/, saattavat kuulua, mutta suuremman avaruuden virittdminen on tar-
peetonta.

Fourier'n menetelméé sovelletaan kerrointen A; ja B; selvittdmiseen siten, etté
rajapintaehtoyhtéloita (3.49) approksimoidaan yhtéloryhmélla

<gn(€)a ¢sisa(r7 07 90)> |7“=a = <gn(€>a ¢ulko(r7 9’ 90)> |r:a

d¢sisa(ra 97 90) o d¢ulk0<7a7 97 SD)
<gn<€)76rr T> - <gn(§)’ T>

3.3.3 Matriisiyhtalot

(3.52)

r=a r=a

Kéytetain testifunktion ja Legendren funktion sisétulolle merkintédd (g,, P/') = U},
Rajapintachdot voidaan kirjoittaa seuraavasti:

4 2N—-1 2N—-1
> A= D Bl = E"Uy,
21(-1) 2/(1—p)
< 2N -1 2N—1 <3'53)
= I+ VAU, = Y e MD)BUY, = aE”U, ,
L 201 2l(1-p)

Edelléd todettiin, ettd testifunktiojoukko g, on valittava siten, ettd se virittda koko
testattavien funktioitten avaruuden mutta ei sen suurempaa avaruutta. Testattavat
funktiot ovat rajapintachdoissa Legendren liittofunktioitten lineaarikombinaatioita,
joten luonnollinen valinta testifunktioiksi ovat funktiot g,(£) = P}(). Testattavat
funktiot ovat lisidksi kaikki parillisia, joten testaaminen parittomilla testifunktiolla
on tarpeetonta. Erityisesti parittoman ja parillisen Legendren liittofunktion sisatulo
on nolla

(Ar©.7" ) =0 (3.54)
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Testaaminen parittomalla Legendren liittofunktiolla yhtaloissa (3.49) tuottaa siis
arvon 0 yhtéloditten molemmille puolille kertoimien A; ja B; arvoista riippumatta,
jolloin testaamisesta ei ole hyotya. Siksi riittddkin kéyttad kantafunktioita go,_1.
Kertoimille Ué’l pystytdan esittdmadn lauseke. Legendren funktioille pétee seuraava
ortogonaalisuusehto

[ prorr©ae= 5 2 T (3.5

kun n ja [ ovat epénegatiivisia kokonaislukuja ja m on itseisarvoltaan molempia
pienempi kokonaisluku |m| < n,[. Kertoimen arvoksi tulee siis

1 2 (n+1)!5 ~ 2n(n+1)

_ =T s 3.56
Tl (=T amp1 (3:56)

Yhtaloryhmén (3.53) voi kirjoittaa matriisiyhtdloksi, kun summissa esiintyvét
tuntemattomat kertoimet kootaan vektoreiksi:

Ay B,
A3 B;L+2
a=| 4 b= | Buu (3.57)
| Aan—1 | Bangp—1]

Tunnetuista sisdtulojen arvoista muodostetaan seuraavat matriisit:

1 = —2lU}
L, = U2n_1721_1 Ling 2n—1,21—1
_TTH o w
Mnl - Uan%,2l+uf2 Mnl - 6TT/\(l)Uv2n71,2l+qu (358>
_ [P
n, = EPUy, 1, n), = akPUs, |,

Matriisit L ja M liittyvét potentiaalin jatkuvuutta kuvaavaan reunaehtoon. Mat-
riisit L' ja M’ puolestaan liittyviit sihkovuontiheyden normaalikomponentin jatku-
vuutta kuvaavaan reunaehtoon. Tuntemattomat kertoimet saa selville ratkaisemalla

seuraavan matriisiyhtalon:
L —M||a n
o ] i - 13 (3

Ortogonaalisuusehdosta (3.55) seuraa, ettd matriisit L ja L’ ovat diagonaalisia.
Kayttamalla hyvéiksi diagonaalisuutta, matriisiyhtélosta (3.59) pystytddn hévitta-
méin matriisit L ja L', jolloin saadaan suppeampi matriisiyhtilo kertoimille B;:

(M +AM')b = n — An’ (3.60)

Diagonaalinen matriisi A valittiin siten, ettd matriisien L ja L’ diagonaalielementit
kumoutuivat. Matriisin alkiot méaéaritellaan siis

L, 1
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Kun vektori b tunnetaan, pystytdan alkiot A, laskemaan kiyttamalla matriisiyhta-
16n (3.59) n:tté rivid ja tunnettuja By arvoja:

A, =[M,;...M,y]b+n,
2N—p—1
2n + 1 4
= § - (BU —FEP .62
2n(n + 1) - ( ’U”’l)+3 On1 (3.62)
—H

Sirottajan polarisoituvuutta kuvaa ainoastaan tuntematon kerroin A;, joka saadaan
sievennetysté kaavasta

N-1
3
A = 4 (lz_; BM+2lUf,,u+2l> + EP (3.63)

Lopulta pystytaén laskemaan normalisoitu polarisoituvuus ay, ;. Dipoli on nyt
x-akselin suuntainen, joten sen potentiaali on

P: U, psinfcosyp

¢a

(3.64)

4regr? 4dregr?

Sironneessa kentésséd on kaukana pallosta r > a jiljelld ainoastaan ensimméinen
termi summasta (3.43):

-2
¢°~ —Ay (2) sin 6 cos ¢ (3.65)

Etsitéan sellainen dipolimomentti, joka aiheuttaa pallon sironneen kentédn suuruisen
kaukokentén:

Pa = ¢°
psind cos ¢ rN-2 .
TOTQ = —4A <5> sinf cosp, joten
EP 4ra*A
Yot = o e (3.66)

€0V V EP

Koska polarisoituvuuslaskelmissa oletettiin, ettd arvo p = (e,,/€p9)"/? on ko-
konaisluku, véliaineparametrien arvoja ei voi valita mielivaltaisesti, joten kuvaajia
piirrettaessa on tyydyttdva muodostamaan diskreetti parvi, kuten kuvassa 3.7. Ku-
vasta huomataan, ettd polarisoituvuuden arvo kohoaa luvun p kasvaessa. Tulos on
ymmarrettava siten, ettd pallon materiaalin sidhkoinen tiheys kasvaa véliainepara-
metrin €,, mukana. Alin kuvaaja osoittaa, ettd kun €,, = 0, polarisoituvuus ei yllét-
téden endé suppene kohti raja-arvoa o, ;| = 3 suurilla radiaalisen permittiivisyyden
arvoilla, vaan raja-arvo on suunnilleen o, ;| ~ —0.82.

COMSOL Multiphysicsin antamat tulokset poikkesivat tapauksessa €., = 0 mer-
kittavasti puolianalyyttisin menetelmin lasketuista, joten ne on selkeyden vuoksi
jatetty pois kuvasta. Toisistaan huomattavasti poikkevat permittiivisyyden kom-
ponentit anisotrooppisessa viliaineessa ovat kuitenkin tunnetusti haastavia numee-
risten ohjelmien kannalta, minkd vuoksi numeeristen tulosten poikkeaminen puo-
lianalyyttisista ei kerro puolianalyyttisten tulosten virheellisyydestd. COMSOLilla
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Kuva 3.7: Systrooppisen pallon normalisoitu polarisoituvuus. Kuvassa yhtendinen
viiva ja katkoviiva kuvaavat kaavan (3.66) avulla laskettuja tuloksia. Pallot ja ris-
tit sen sijaan kuvaavat COMSOL-ohjelmalla laskettuja vertailutuloksia. Tilanteen
€pp = 0 pystyy kisittelemddn luotettavasti ainoastaan puolianalyyttisin menetelmin,
minkéa vuoksi vertailutuloksia ei laskettu. Kolmioin merkityt kuvaajat havainnollis-
tavat polarisoituvuutta tilanteessa, jossa systrooppisuussuhde e, /€egy on suuri.

laskettujen tulosten luotettavuutta arvioidaan tarkemmin luvussa 3.5.3, jossa ha-
vaitaan huomattava ero RU-pallon polarisoituvuudelle laskettujen analyyttisten ja
numeeristen tulosten valilla.

Luottamusta puolianalyyttisin menetelmin laskettuihin tuloksiin lisdé se, etta
kasvatettaessa ratkaistavan matriisiyhtalon kokoa tulokset nayttévat konvergoitu-
van kohti raja-arvoa, kuten kuvassa 3.8. Tarkkuus nayttad paranevan, kun yhtéa-
16issé (3.49) otetaan mukaan lisdd termejé. Jos summat katkaistaan siten, ettd kus-
sakin summassa on N termid, ratkaistavan matriisiyhtdlon (3.59) matriisi on kool-
taan 2N x 2N. Konvergoitumista havainnollistavien kuvaajien perusteella pelkédn
dipolitermin huomioiminen antaa normalisoidulle polarisoituvuudelle approksimaa-
tion, jonka suhteellinen virhe |ay approx — @nl|/|an| on alle 1/10, paitsi dérimméisessé
tapauksessa €,, = 0. Toisaalta my0s darimmaisen systrooppisessa tapauksessa tu-
lokset konvergoituvat raja-arvoa kohti, eikd tulos muutu huomattavasti sen jalkeen,
kun kvadrupolitermi ¢quaq ~ |7/~ on otettu mukaan yritteessd (3.43).

Raja-tapaus, jossa systrooppisuussuhde e,,/€gp on hyvin pieni, eli © = 0, oli
puolianalyyttisen menetelmén kannalta ongelmaton. Rajatapaus, jossa systrooppi-
suussuhde kasvaa erityisen suureksi, havaittiin hieman mutkikkaammaksi, eiké tay-
sin yksikésitteiseen ratkaisuun paasty. Laskettaessa polarisoituvuuden kuvaajat ar-
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s”=see=1, s(p(p=0 e”=£ee=1, s(p(p=4
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Kuva 3.8: Puolianalyyttisten tulosten konvergoituminen matriisikoon 2N x 2N
kasvaessa.
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Kuva 3.9: Puolianalyyttiset tulokset tilanteessa, jossa systrooppisuussuhde €, /€gg
on suuri. Matriisiyhtédloa ratkaistaessa numeerinen virhe korostuu, mikéa aiheuttaa
sen, ettd tulokset eivit konvergoidu, kun matriisin koko 2N x 2N kasvaa.

voilla ¢ = 31 ja p = 34 havaitaan kuitenkin, ettd muutos kuvaajissa on jo varsin
pieni, kuten kuvassa 3.7. Polarisoituvuuden laskeminen téata suuremmilla p:n arvoil-
la johtaisi numeerisiin ongelmiin, mikd nakyy kuvassa 3.8 siten, etté tulokset eivét
konvergoidu raja-arvoa kohti. Konvergoituvuuden puuttumisen kuvassa 3.8 selittaé
kddnnettdvan matriisin suuri hairidalttius, jonka kasvamista p:n funktiona havain-
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nollistaa kuva 3.10.
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Kuva 3.10: Matriisin hairidalttius systrooppisuussuhteen neliGjuuren p =

(€4/€00)"? muuttuessa. Matriisin koko on 8 x 8. Hiiridalttius kasvaa jyrkisti sy-
strooppisuussuhteen kasvaessa.

3.4 Yleisesti systrooppinen pallo

Luvussa 3.3 johdettiin kaava pallon kahdelle eri normalisoidulle polarisoituvuudelle
O, ja an 1. Polarisoituvuus a, | pystyttiin laskemaan tarkasti. Myos polarisoitu-
vuudelle o, | saatu ratkaisu olisi periaatteessa tarkka, jos yritteen (3.43) sarjoja ei
olisi tarpeen katkaista, vaan ne voisivat jatkua darettomiin. Silloin olisi toisaalta tar-
peen ratkaista loputon méaara tuntemattomia, miké ei ole mahdollista. Kaytannossa
on tyydyttava laskemaan riittavin hyvé likiarvo polarisoituvuudelle.

Sen lisdksi, etta oli tarpeen approksimoida polarisoituvuutta yksinkertaistamalla
yritettd, luvussa 3.3 tehtiin olettamus, ettd yritteen Legendren funktioitten kerta-
luku g on positiivinen kokonaisluku. Olettamus oli tehtéva, jotta yritteen termit
sdilyisivat dérellisind koko tarkasteluvélilla [—1,1]. Arvo p méériteltiin kuitenkin

Havaitaan, etté fysikaalisten suureitten e,, ja €p kannalta olettamus p € N on
taysin mielivaltainen, koska ei ole mitdan periaatteellista syytéd, minka vuoksi per-
mittiivisyyden komponenttien suhteen pitéisi olla kokonaisluvun nelié. Sen vuoksi
on mielekéstd pohtia, kuinka yleistyksen p € R tekeminen muuttaa ongelman ma-
temaattista luonnetta.
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Kuva 3.11 havainnollistaa ongelmaa, joka tulee vastaan, jos 1 = 2/2. Legendren
funktiot PY2(€) ja QY2(€) eivit saily adrellisind koko valilli [—1,1], vaan QY2(€)
pienenee rajatta ldhella arvoa & = —1 ja molemmat funktiot pienenevit rajatta
lahelld arvoa £ = 1. Jos yritteessd (3.43) jokainen pallon sisikenttdd kuvaavista ter-
meistd kasvaa tai pienenee rajatta, potentiaali ei pysy adrellisend, jolloin ratkaisu
ei kuvaa todellista fysikaalista tilannetta. Toisaalta jo yhden termin hajaantumi-
nen aiheuttaa laskennallisia ongelmia, kun kertoimet yritetdan maéarittda Fourier-
menetelmélld, koska sisdtulot (3.50) ovat ddrettomyyksid, jos kanta- ja testifunktiot
ovat samat, f,,(&) = gn(&).

Kertaluvun p pienikin poikkeama kokonaislukuarvosta muuttaa ongelman mate-
maattisen luonteen taysin, vaikka pallon ominaisuudet séilyvét lahestulkoon ennal-
laan eiké sironnassa tapahdu suurta muutosta. Luvussa 3.3 esiteltyd menetelméa,
joka toimi sdannollisesti systrooppisen pallon tapauksessa, ei voi kayttaa sellaise-
naan, jos tavoitteena on ratkaista yleisesti systrooppinen tilanne.

3.5 Valmisohjelmalla lasketut tulokset

3.5.1 Momenttimenetelmi ja elementtimenetelma

Sirontaongelman ratkaiseminen numeerisin menetelmin on yksi tapa tarkastella saa-
tujen tulosten luotettavuutta ja laskea tuloksia yleistetyssd tapauksessa, jossa u
ei valttamatta ole kokonaisluku. Sdhkomagnetiikan ongelmien ratkaisemisessa pal-
jon kiytettyjd menetelmid ovat aika-alueen differenssimenetelmé (FDTD), reunaele-
menttimenetelmd (BEM) ja elementtimenetelmé (FEM). Elementtimenetelmén etu-
na on sen soveltuvuus erityyppisten fysikaalisten ongelmien ratkaisemiseen. Mene-

10
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X

Kuva 3.11: Legendren funktiot P4‘/§(§) (yhtendinen viiva) ja Qf(f) (katkoviiva).
Funktioitten arvot eivit sdily dérellisend molemmissa paéatepisteissa.
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telméa kehitettiin alun perin rakennesuunnittelua varten, mutta sen sovellusalueen
havaittiin pian olevan huomattavan laaja (Bathe & Wilson, 1976). Menetelmén var-
haisia kehittdjid olivat Turner et al. (1956) ja Argyris & Kelsey (1960). Termin "fi-
nite element” otti kiyttoon Clough vuonna 1960 artikkelissaan "The Finite Element
Method in Plane Stress Analysis” (Bathe & Wilson, 1976).

Kun sahkomagnetiikan ongelma ratkaistaan elementtimenetelmén avulla, ongel-
ma muotoillaan ensin siten, ettad kyseessd on matemaattiselta kannalta tarkasteltuna
reuna-arvo-ongelma (Jin, 2002). Reuna-arvo-ongelmassa yritetéén siis 16ytéé funktio
¢, joka toteuttaa yhtalon

L{¢} =p (3.67)

alueessa V' ja jonkin reunachdon tarkasteltavan alueen reunalla 0V. Y14 £ on jokin
differentiaali- tai integraalioperaatio ja p tunnettu funktio. Sdhkostatiikassa ope-
raattoriksi voidaan valita £ = V2, jolloin p on verrannollinen alueen lihdevarausti-
heyteen.

Yleinen tapa ratkaista reuna-arvo-ongelma on niin kutsuttu momenttimenetel-
ma. Momenttimenetelma muistuttaa pitkélti Fourier'n menetelméd, joka esiteltiin
luvussa 3.3.2. My0s momenttimenetelméssi muodostetaan sisitulojen (-,-) avulla
matriisiyhtalo, josta ratkaistaan tuntemattomat kertoimet. Sisdtulo maéritellaéan
hieman eri tavalla kuin luvussa 3.3.2. Integroimisoperaatio suoritetaan nyt valin
[—1, 1] sijasta tarkastelualueessa V:

(f.9) = /V fgdv (3.68)

Kun valitaan joukko testifunktioita {w;}, voidaan yhtélostéa (3.67) muodostaa niin
kutsuttu heikko muoto ottamalla sisdtulot yhtdlon molemmin puolin:

(wi, L{¢}) = (w;, p) (3.69)

Tuntematonta funktiota ¢ approksimoidaan kiyttamaéalla painotettua summaa

o~ d= Z divi = {v;} {4} (3.70)

missd {v;} ja {¢;} ovat alkioista v; ja ¢; koostuvia pystyvektoreita. Sijoittamalla
yhtéloon (3.69) saadaan likimdardinen yhtélo

<wi,£a§> qu] (wy, Lvg) = (w;, p) (3.71)

jonka voi esittdd matriisimuodossa seuraavasti
Af{oit =D (3.72)
missé systeemimatriisin A ja herétevektorin b alkiot méaaritelladn

A = (w;, Lvj) (3.73)
b; = (w;, p) (3.74)
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Kuva 3.12: Elementtimenetelmén verkko. Elementtimenetelméssa tarkastelualue V
jaetaan pieniin osajoukkoihin, joita kutsutaan elementeiksi. Kuvassa elementit liit-
tyvét solmupisteeseen y. Solmupisteeseen ¢ liittyvé kantafunktio v, valitaan siten,
ettéd funktio saa nollasta poikkeavia arvoja ainoastaan solmupistetta g ympérdivien
elementtien sisélld. (Humphries, 1997.)

Elementtimenetelméssa tutkittava alue V' diskretoidaan valitsemalla joukko sol-
mupisteitd, minka jilkeen tutkittava alue jaetaan pieniin osiin, jotka liittyvat sol-
mupisteissa toisiinsa. Maériteltyja tarkastelualueen palasia kutsutaan elementeiksi.
Differentiaaliyhtélon voi ratkaista esimerkiksi kiyttadmalla niin kutsuttua Galerkinin
menetelmad, eli momenttimenetelmaé, jossa kantafunktiot ja testifunktiot ovat sa-
mat, eli w; = v;. Kanta- ja testifunktiot valitaan siten, ettéd tiettyd solmupistetta
vastaavan kantafunktion arvo on nollasta poikkeava solmupistettd ymparoivien ele-
menttien sisélld, ja muualla funktion arvo on nolla. Kyseessé on ratkaiseva ero sel-
laiseen momenttimenetelméaén ndhden, jossa kiytetadn koko alueen kantafunktioita.
Elementtimenetelméaé voi siis pitdd momenttimenetelmén erikoistapauksena, jossa
kantafunktiotten ja testifunktiotten kantajat ovat solmupisteisiin liittyvien element-
tien ryhmia.

Elementtimenetelmassa kaytettavad solmupisteitten ja elementtien joukkoa kut-
sutaan laskentaverkoksi. Laskentaverkot koostuvat yksinkertaisimmillaan kolmiopy-
ramidin muotoisista elementeistéd, joitten sisélla kanta- ja testifunktiot ovat line-
aarisia funktioita (Humphries, 1997). Silloin momenttimenetelmé antaa ratkaisuksi
paloittain lineaarisen funktion. Laskentaverkon on oltava riittdvin tihed, jotta se
kuvaisi tutkittavaa rakennetta tarkasti. Elementtimenetelmén etuna onkin se, etté
riittdvan tarkan laskentaverkon avulla pystytdan kuvaamaan hyvin monimutkaisia
rakenteita. Suuren laskentaverkon kiyttdminen vaatii kuitenkin paljon laskentate-
hoa, miké lienee suurin syy siihen, ettd menetelmé kehitettiin vasta tietokoneitten

aikakaudella (Bathe & Wilson, 1976).
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3.5.2 COMSOL Multiphysics

Fysikaalisissa malleissa esiintyvien osittaisdifferentiaaliyhtélditten numeerinen rat-
kaiseminen on siind maé#rin yleinen ongelma, ettd tarkoitusta varten on kehitetty
kaupallisia valmisohjelmia. Yksi sdhkostatiikan sirontaongelman ratkaisemiseen so-
veltuva kaupallinen valmisohjelma on COMSOL Multiphysics. Seuraavaksi kuvail-
laan lyhyesti ohjelman ominaisuuksia.

COMSOL Multiphysics sai alkunsa Germund Dahlquistin johtamasta projek-
tista Ruotsin KTH:ssa (Kungliga Tekniska hégskolan). Dahlquist kannusti muuta-
maa oppilastaan perustamaan ohjelmistoyrityksen, jonka nimeksi tuli Comsol. Yri-
tys loi ensin Dahlquistin ohjelmalistausten pohjalta numeerisen osittaisdifferentiaa-
lityhtéloratkaisijan Matlab-ohjelmaan (STAM, 2005). Yrityksen merkittdvimméksi
tuotteeksi vakiintui pian COMSOL Multiphysics, joka tunnettiin ennen versiota 3.2
nimellda FEMLAB (Comsol, 2010). COMSOL Multiphysics ratkaisee osittaisdifferen-
tiaaliyhtaloita elementtimenetelmén avulla. COMSOLin etuna on se, ettéd ohjelma
pystyy ratkaisemaan samanaikaisesti useita toisiinsa kytkettyja osittaisdifferentiaa-
liyhtal6ita, minké vuoksi ohjelmalla on mahdollista yhdistééa keskenéén eri fysikaali-
sia malleja, kuten lammonvirtausmalli ja sihkomagnetiikan malli. Ohjelman lisénimi
"Multiphysics” kuvaa tata ominaisuutta.

Sahkdostatiikan sirontaongelman kannalta tarkeimpi COMSOLin ominaisuus on
sen liitettavyys Matlabin kanssa. Matlab on matriisien avulla tapahtuvaa numeerista
laskentaa varten tarkoitettu ohjelma, jota ohjelmoidaan samannimisen ohjelmoin-
tikielen avulla. COMSOLia pystyi ennen versiota 3.5a ohjelmoimaan kayttamalla
skriptikieltd, joka oli hyvin samankaltainen Matlab-kielen kanssa (Nilsson, 2008).
COMSOLin oman skriptikielen ja Matlab-kielen samankaltaisuus teki ohjelmien vé-
lisesté vuorovaikutuksesta yksinkertaista. Skriptikielestd kuitenkin luovuttiin, eiké
se ole kiytossi COMSOLissa versiosta 3.5a eteenpéin. Ohjelmat pystytdan kuiten-
kin yhéa yhdistdmé&éan toisiinsa siten, ettd COMSOL-mallin luominen ja analysoimi-
nen onnistuu Matlabista kisin. COMSOLin kdyttdminen Matlabin avulla nopeut-
taa huomattavasti sihkomagneettisen mallin kanssa tyoskentelemisté, koska monia
tyovaiheita on mahdollista automatisoida.

Tydssé kiytettiin COMSOL Multiphysicsin versiota 3.5a ja Matlabin 64-bittisté
versiota R2009B. Tarkoituksena oli laskea numeerisesti vertailutuloksia puoliana-
lyyttisin menetelmin saaduille tuloksille ja laskea numeerisesti tulokset, joitten las-
keminen puolianalyyttisesti ei onnistunut. Tyovaiheet olivat seuraavat:

e Geometrian luominen

e Reunaehtojen méarittdminen

Verkon luominen

Yhtilon ratkaiseminen

Tulosten analysoiminen

Tulosten havainnollistaminen
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Viisi ensimméista tyovaihetta tapahtuivat COMSOL ohjelman avulla. Tulosten ha-
vainnollistaminen piirtamalla kuvaajat polarisoituvuudesta permittiivisyyden funk-
tiona tapahtui Matlab-ohjelmalla. Matlab-ohjelmaa kaytettiin myos helpottamaan
useitten perakkiisten tulosten laskemista, kun sama sironta ongelma haluttiin rat-
kaista useilla eri permittiivisyyden arvoilla.

Kuva 3.13: COMSOL-mallissa kiytetty geometria. Sisempi pallo on tutkittavana
oleva dielektrinen sirottaja. Ulompi pallo on epéfysikaalinen objekti, jonka pinnalla
kiinnitetddn mallissa kaytettavit reunaechdot. Reunaehtojen kiinnittdminen ulom-
man pallon pinnalla virittdd samalla sirontaongelman herdttavan kentén.

Tyoskentely COMSOL Multiphysics -ohjelman kanssa aloitetaan valitsemalla
ratkaistavaan ongelmaan sopiva moduuli. Moduuli on ohjelman sisdinen tyckalu,
joka erikoistuu tietyn tyyppisen fysikaalisen ongelman ratkaisemiseen. COMSOL
Multiphysics -ohjelman ratkaisema osittaisdifferentiaaliyhtdlé on muotoa

0%u ou

eq— +d,

e E—i—v-(—cVu—au+fy)+ﬁ-Vu+au:f (3.75)

Séhkostatiikassa kdytetddn yleisen yhtalon (3.75) erikoistapausta, jossa jéljelld ovat
ainoastaan kertoimet ¢ = €y€ ja f = p. Sdhkostatiikkamoduulin saa COMSOLissa
kiyttoon, kun Model Navigator -dialogissa valitaan "3D” alasvetovalikosta "Space
dimension”, minké jalkeen valitaan “"Electrostatics” kohdasta ”Application Modes —
AC/CD Module — Statics, Electric”. Kun sédhkostatiikkamoduuli on valittu, ohjelma
osaa ratkaista oikean yhtélon. (COMSOL, 2008.)
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Geometrian luominen on ensimmaéinen askel ratkaistaessa sihkostaattista siron-
taongelmaa COMSOL Multiphysics -ohjelmalla. Sirontaongelman numeerisen mallin
geometrian luominen tapahtui COMSOLin graafisen kayttoliittymén avulla. Geo-
metria koostuu kahdesta sisdkkiisestd pallosta, kuten kuvassa 3.13. Ulompi pal-
lo méérittelee diskretoitavan alueen reunan. Osittaisdifferentiaaliyhtalo ratkaistaan
siis ainoastaan ulomman pallon sisédpuolisessa avaruudessa. Ulomman pallon pinnal-
la reunaehdot méaaritelldéan siten, ettd saadaan aikaan oikean suuruinen herétekentta
EP. Kyseessé on siis numeerista mallia varten tarvittava apuvéline. Pallo piirretaan
COMSOLissa valitsemalla kohta "Draw — Sphere”. Pallon keskipisteeksi valittiin ori-
go ja sateeksi R = 3. Ulommasta pallosta poiketen sisempi pallo kuvaa todellista
fysikaalista kappaletta. Sisempi pallo on sirottaja, jonka ominaisuuksia tutkitaan.
Molemmat pallot luodaan COMSOLissa samalla tavalla. Simulaatioita varten valit-
tiin piirtodialogissa pallon siteeksi a = 1. Kun COMSOL-malliin on lisatty kaksi
sisakkaista palloa, mallin geometria on maéritelty.

Jotta ohjelma osaisi laskea sirottajan polarisoituvuuden, on maariteltava sirotta-
jan véliaineparametrit. Systropia méariteltiin luvussa 2.4 siten, ettd pallokoorinaa-
tistossa permittiivisyyden komponentit €., € ja €,, ovat vakiot. COMSOL Multi-
physics -ohjelmassa permittiivisyys on kuitenkin esitettava karteesisessa eiké pallo-
koordinaatistossa. Siirtyminen pallokoordinaatistosta karteesiseeen koordinaatitoon
tapahtuu esittamalld pallokoordinaatiston kantavektorit u,, uy ja u, karteesisen
koordinaatiston kantavektoreitten u,, u, ja u, avulla. Karteesinen koordinaatisto
on ortonormaalinen, joten muunnos tapahtuu seuraavasti:

u, = (u, - u)u, + (uy - wy)uy + (u, - u)u,

= sin 6 cos pu, + sin @ sin pu, + cos fu, (3.76)
uy = (u, - up)u, + (uy - up)u, + (u, - wp)u,

= cos § cos pu, + cos @ sin pu, — sin fu, (3.77)
u, = (u; - up)u, + (uy, - ug)uy, + (U, - uy)u,

= —sin pu, + cos pu, (3.78)

Sijoittamalla muunnos (3.76)—(3.78) permittiivisyyden yhtaloon (2.68) saadaan sys-
trooppinen permittiivisyys karteesisessa koordinaatistossa

€ =€,,U, U, + €gopUgly + €,,U U,
=(€,-5in% 0 cos®  + €gg cos® O cos® p + € sin? p)u,u, -+

(€. sin? @ sin? @ + €gg cos® O sin®  + € cos? o) u,u,+

(€rr cOS? 0 4 €gg sin? O)uu,+

cos @ sin (€, sin® 6 + egg cos® 6 — o) (Wpuy, + uyu, )+

cos 0sin 0 cos p (€. — €gg) (1, + v u,)+

cos fsin 0 sin (€, — €gg)(u,u, + uuy) (3.79)
Karteesisessa koordinaatistossa ilmaistu permittiivisyys asetetaan COMSOLiin koh-

dasta "Physics — Subdomain Settings”. Kehyksessd "Material properties and sources”
valitaan yhtélon (3.79) mukainen suhteellinen permittiivisyys € kohtaan "Relative
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permittivity”. Anisotrooppisuuden luokaksi valitaan alasvetovalikosta "Symmetric”.
Varaustiheydeksi valitaan ¢ = 0. Permittiivisyyden méaérittdminen sirottajan ulko-
puolella tapahtuu vastaavalla tavalla, mutta isotrooppisuuden vuoksi yhden para-
metrin méaarittdminen riittdd, toisin kuin anisotrooppisen viliaineen tapauksessa.
Yhtéalossa (3.79) on yha jaljella pallokoordinaatiston muuttujat r, 6 ja . Muuttujat
pystytdan ilmaisemaan karteesisessa koordinaatistossa seuraavasti

r=\a?+y*+ 22

¢ = arctan(y, z) (3.80)
z

0 = arccos <—>
r

Yhtalot voi kirjoittaa COMSOLissa esimerkiksi kohtaan "Options — Expressions —
Scalar Expressions”. Kulma ¢ méardytyy yksikésitteisesti koordinaateista y ja x, kun
kiytetadn COMSOLin sisddnrakennettua funktiota atan2. Funktiota, joka kertoo xy
tason pisteen kulman ¢ polaarikoordinaatistossa (p, ¢), merkitdén yhtéloryhméssa
(3.80) arctan(y, z). Kun sirottajan geometria ja permittiivisyys on mééritelty, val-
misohjelmalle on annettu kaikki fysiikan kannalta olennainen tieto ratkaistavasta
ongelmasta.

Jotta COMSOL osaisi laskea sirottajan polarisoituvuuden, on asetettava sopiva
heratekenttd, minka jalkeen polarisoituvuus voidaan maéaritelld ratkaisemalla séh-
kokentta sirottajan sisilld ja integroimalla, kuten kaavassa (2.66):

p:/PdV:/(é_eef)'Esisa
|4 |4

Heratekenttéd saadaan aikaan valitsemalla sopivat reunaehdot ulomman pallon pin-
nalla. Reunaehdoksi padtettiin valita yhtélo

—n-D= eoe%fTﬂb (3.81)
Yhtéalon pystyy ottamaan kiyttoon kohdasta "Physics — Boundary Settings” valit-
semalla "Boundary condition™alasvetovalikosta kohdan "Distributed capacitance”.
Kun sédhkdvuontiheys esitetdan potentiaalin avulla, —n-D = n-eye- V¢, havaitaan,
ettéd seuraava differentiaaliyhtélo sidhkopotentiaalille

gbref - gb

Va = y

(3.82)
on yhtapitava yhtalon (3.81) kanssa.

Tavoitteena on 16ytdéd oikeat parametrit ¢.o¢ ja d reunaehtoyhtéaloon (3.82). Reu-
naehtojen johto mukailee Henrik Kettusen (2006) diplomityGssé esitettyé. Potentiaa-
lia pallon ulkopuolella pystytaéan approksimoimaan esittamaélld se herattavan kentan
ja dipolikentdn summana. Sironnut kenttd muistuttaa dipolikenttdé tarpeeksi kau-
kana sirottajasta, joten approksimaatio ¢° ~ ¢4 on voimassa. Kun herédtteend on
r-suuntainen kentté, herdtekentén potentiaali on

¢P = —r - (EPu,) = —EPrsinf cos p (3.83)
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Dipolikentén potentiaali on kaavan (2.65) mukaisesti

p-u. psinfcosyp

$a =

4regr? 4dregr?

Dipolimomenttia p ei aluksi tunneta, mutta osoittautuu, ettd dipolimomentin tun-
teminen etukéteen ei ole tarpeen. Yhtélon (3.82) parametrit saadaan selville muo-
dostamalla lauseke potentiaalin ¢ normaaliderivaatalle:

V.o — (PP + ¢q) :Q(_Epwr

p .
2) sin  cos ¢

or or degr
= —FEP — 2#1]713 sin 6 cos ¢
1 2
— = (—pr -2 sin # cos ¢
r 4egr?
1 2
— ~(2BPr - P _3pp sin # cos
r 4megr?
2
=—— | —FEPrsinfcosp + b sinf cosp | — 3EP sinf cos
r 4rregr?
2 x
= (0" + ¢a) — SEP— (3.84)

Ylla kéytettiin pallokoordinaatiston ja karteesisen koordinaatiston vélista yhteytta
x
— =sinfcosy (3.85)
r

Ulomman pallon pinnalla pédtee r = R, joten lopullinen reunaehto on
¢ref - ¢ o —1.5EPx — ¢

Voo = pi R (3.86)
mistd saadaan parametrien arvoiksi
ot = —1.DEP
Pret ’ (3.87)
d=R/2

Sopivat reunaehdot saatiin siis olettamalla vastekentén muistuttavan dipolin
kenttdd ¢° ~ ¢q laskenta-alueen reunalla. Olettamus pitdd paikkansa tarkimmin
kaukana sirottavasta kappaleesta. Toisaalta reunan siirtdminen kauas sirottajas-
ta kasvattaa samalla laskentaverkon kokoa, mika lisdd tarvittavaa laskenta-aikaa.
Laskenta-alueen reuna on siis valittava siten, ettd vastekenttd muistuttaa riittavin
paljon dipolikenttdd, mutta laskentaverkko ei paisu liikaa. Valitut mitat R = 3 ja
a = 1 toteuttavat mainitut vaatimukset tyydyttavasti.

Reunaehtojen maéarittamisen jalkeen verkon luominen ja kentdn ratkaiseminen
tapahtuu valitsemalla toiminnot "Mesh — Initialize Mesh” ja "Solve — Solve Problem”.
Numeerisissa laskelmissa kiytettiin ohjelman automaattisesti luomaa laskentaverk-
koa. Suurempaa tarkkuutta vaadittaessa verkkoa voisi tihentdd, mutta samalla las-
kenta-aika pitenisi. Polarisoituvuus laskettiin lopulta kiyttamalld toimintoa "Post-
processing — Subdomain Integration”. Kohtaan "Expression to integrate” valittiin
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alasvetovalikosta "Predefined quantities” valinta "Electric polarization z-component”.
COMSOL antaa sirottajan poikittaissuuntaisen dipolimomentin p, , jonka perusteel-
la pystytaan laskemaan normalisoitu polarisoituvuus

a
EOV GOVEP

Qp |

Sahkostatiikan ongelman ratkaisemisen viimeiset vaiheet pystyy tekemédn COM-
SOLin graafisen kidyttoliittyméan avulla, mutta skriptikielen kdyttdminen on kite-
vampad, jos tuloksia halutaan laskea useita siten, ettd kokeillaan eri viliainepara-
metrien arvoja. COMSOLia pystyy skriptaamaan Matlabista kdsin avaamalla ensin
yhteyden ohjelmien vilille kohdasta "File — Client/Server/ MATLAB — Connect to
MATLAB”. Sirontaongelmaa kuvaavaa mallia, joka luotiin COMSOL-ohjelmassa,
pystyy kdyttdmaan Matlabista késin, kun valitsee COMSOLissa kohdan "File —
Export — FEM Structure as 'fem’”. Tyossé COMSOL-mallin geometria ja reunaeh-
dot tehtiin graafisen kiayttoliittymén avulla. Loput tyovaiheet, mukaan luettuna ku-
vaajien piirtdminen, tehtiin skriptaamalla COMSOLia Matlabin avulla.

3.5.3 Numeeristen tulosten tarkkuus

Numeeriset tulokset ovat harvoin téaysin tarkkoja, minkd vuoksi tulosten luotetta-
vuutta on syytéa arvioida. Helpoin tapa numeerisen menetelmén virheen arvioimiseen
on vertaaminen tunnettuun analyyttiseen tulokseen. Systrooppisen pallon polarisoi-
tuvuudelle johdettiin luvussa 3.3 kaava (3.66), joka ei kuitenkaan anna téysin tark-
kaa arvoa. RU-pallo sen sijaan on oivallinen vertailukohta, koska sen polarisoituvuus

—e— COMSOL

—w— Adaptiivinen verkko|
Analyyttinen

Kuva 3.14: RU-pallon polarisoituvuus, kun suure ¢, = 1 on vakio. Yhtenéinen ku-
vaaja noudattaa yhtalod (3.37). Valmisohjelman antamat tulokset paljastuvat epé-
luotettaviksi, kun anisotrooppisuus on huomattava.
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pystytdén laskemaan suoraan kaavasta (3.37)

3en+2 — /€2 + 8eyey
en — 4 — /€2 + 8eney

an —

joka johdettiin luvussa 3.2.

Vertaaminen analyyttiseen tulokseen (3.37) asettaa valmisohjelmalla lasketut nu-
meeriset tulokset kyseenalaiseksi tilanteessa, jossa permittiivisyysdyadin komponen-
tit €, ja € poikkeavat jyrkasti toisistaan. Tarkasteltaessa esimerkiksi kuvan 3.14 ti-
lannetta, jossa €, = 1, normalisoidun polarisoituvuuden pitaisi kaavan (3.38) pe-
rusteella olla oy, = 3/4 rajalla €, — oco. Valmisohjelman antama tulos on selkeésti
suurempi ja suppenee kohti arvoa 3 suurilla €,:n arvoilla. My6s ddrimmaisen pie-
net €,:n arvot tuottavat numeeriikalle vaikeuksia. Ero ei ole yhté suuri kuin toisessa
aaripaassid, mutta tuloksissa on silti systemaattinen virhe. Valmisohjelma nayttaa
antavan oikeita tuloksia ainoastaan silloin, kun permittiivisyyden komponentit eivat
poikkea toisistaan merkittavésti.

Tulosten luotettavuutta arvioitaessa haluttiin ottaa selville, kuinka laskentaver-
kon tihentdminen vaikuttaa tulosten tarkkuuteen. COMSOL Multiphysics -ohjel-
massa on ominaisuus, jonka avulla laskentaverkkoa voi tihentad adaptiivisesti siten,
ettd elementteja tulee tiheimmin kohtiin, joissa sahkokenttd muuttuu voimakkaim-
min (COMSOL, 2008). Sahkokentén voimakkain muutos tapahtuu tavallisimmin ra-
japinnoilla, minké voisi periaatteessa ottaa huomioon ensimmaisté laskentaverkkoa
luotaessa. Toisaalta on mahdollista my6s ratkaista sdhkokenttd kéyttamalla ensin
harvaa laskentaverkkoa, minka jéalkeen ensimmaéista ratkaisua voi kiayttad apuna ti-
hedmpaé laskentaverkkoa luotaessa. Laskentaverkon adaptiivista tihentédmista voi
pitda sikdli perusteltuna, ettd kuvan 3.5 perusteella kentédn suurin muutos ei vélt-
taméatta tapahdu rajapinnalla, vaan systrooppisen pallon sisélla kentta voi muuttua
yhtd voimakkaasti kuin reunalla. Laskentaverkon adaptiivista tihentdmista tarkas-
tellaan lahemmin liitteessa A.

Laskentaverkon tihentdmisen voisi kuvitella parantavan numeeristen tulosten
tarkkuutta, koska tiheé laskentaverkko muistuttaa geometrialtaan ldheisesti palloa
ja kykenee ottamaan huomioon sdahkokentdn muutokset harvaa verkkoa paremmin.
Kuva 3.14 vahvistaa olettamuksen oikeaksi. Adaptiivisesti tihennettyé verkkoa kéyt-
taen lasketut numeeriset tulokset ovat ldhempéanéa totuutta pienilla €,:n arvoilla kuin
tihentamatonta verkkoa kayttaen lasketut. Toisessa adaripaassa, €, — oo, tiheammaéan
verkon kiyttdminen ei ndyta parantavan tulosten laatua merkittéavasti. Molemmissa
numeerisesti lasketuissa kuvaajissa on notkahdus kohdassa, jossa ¢, ~ 10. Notkah-
dus on hieman syvempi tihedmmaélla verkolla lasketuille tuloksille, jolloin tulokset
pitdvat paremmin paikkansa.

3.6 Reunaehtojen soveltaminen

Tahan asti pallon sirontaa on tarkasteltu olettamalla pallon siséd- ja ulkopuolelle
tunnetut véaliaineparametrit ja soveltamalla reunaehtoja pallon pinnalla. Luvussa
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2.3 tarkasteltiin kuitenkin kahta eri tapaa, jolla sdhkostatiikan ongelman ratkaisus-
ta voi tehdd yksikasitteisen. Rajapintaehdon kiyttdminen kahden véliaineen raja-
pinnalla on yksi tapa varmistaa ratkaisun yksikésitteisyys, mutta myds toinen tapa
on olemassa. Joskus rajapinnan takana olevaa materiaalia ei tunneta, mutta sen
sijaan pinnalla tunnetaan reunaehto. Luvussa 2.3.1 osoitettiin, ettd jos alueen V'
reunalla OV kiinnitetdén potentiaali ¢(r) (Dirichlet’n reunaehto) tai normaalideri-
vaatta Voo (r) (Neumannin reunachto), Laplacen yhtélon V2¢(r) ratkaisusta tulee
vksikésitteinen alueessa V. Toinen tapa ldhestya sirontaongelmaa on siis méaritel-
14 sirottajan sisépuolisen materiaalin viliaineparametrien sijaan sopivat reunaehdot
sirottajan pinnalla.

Ensin tarkastellaan yleisté rajapintaa S, jonka toisella puolella on anisotrooppi-
nen viliaine. Viliaineen permittiivisyys on muotoa

€ = eunn + €1 (3.88)

Huomataan, ettd jos valitaan €, = 0, reunalla S péatee Neumann-reunaehto, kos-
ka sdhkovuontiheyden normaalikomponentti katoaa reunan toisella puolen, D, =
enEn, = 0, riippumatta sidhkokentédstd E. Dirichlet-reunachto pystytéaén toteutta-
maan valitsemalla ¢; = 0o, jolloin tangentiaalisen sédhkokentén on kadottava, E; = 0,
jotta tangentiaalinen sdhkévuontiheys Dy = ¢ E; siilyisi dérellisena.

Seuraavaksi tarkastellaan sitéd, kuinka reunaehtoja voi soveltaa pallon sirontaa
tutkittaessa. Havaitaan, ettd sironneen kentdn voi laskea ilman, ettd pallon sisa-
kenttda E; tunnetaan lainkaan. Liséksi reunaehdon ja pallon sisdpuolisen materiaa-
lin véliaineparametrien ¢, ja ¢; valilld havaitaan yhteys, joka ei kuitenkaan sikali ole
yvksikésitteinen, ettd saman reunaehdon voi toteuttaa usealla eri tavalla.

Luvussa 3.2 pallon ulkokentté esitettiin muodossa

Guio(r,0) = Ar~?cos ) — EPrcos

Jos Dirichlet-reunaehto on voimassa, ¢uxo(r, 6):n on oltava vakio kaikilla 6:n arvoilla,
kun 7 = a. Jos sen sijaan Neumann-reunachto on voimassa, Vn,¢(r,0)|,— = 0.
Soveltamalla néité ehtoja saadaan A:n arvoiksi

EPq?,  Dirichlet
A= (3.89)

—EPa*/2, Neumann

Sijoittamalla A:n arvot normalisoidun polarisoituvuuden lausekkeeseen (3.36)

_ 3A
= g3
saadaan
3, Dirichlet
a, = 3 (3.90)
5 Neumann

Reunaehtojen avulla laskettujen tulosten vertailu rajapintachtojen avulla las-
kettuihin paljastaa, ettd Neumann-reunaehto pystytadn toteuttamaan kahdella eri
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tavalla. Luvussa 3.2 johdettiin kertoimen A arvolle lauseke (3.31):

A €+ 2 — \/6121+8€netEpa3

en —4 — /€2 + 8eney

Sijoittamalla Dirichlet-reunaehto A = EPa?® ylliolevaan lausekkeeseen huomataan,
ettd tangentin suuntaisen permittiivisyyden on oltava darimmaéisen suuri, €, — o0,
jotta yhtélo olisi voimassa. Tulos on sama, kuin mika johdettiin edella yleiselle, sileél-
le pinnalle. Neumann reunaehdon yht#lslla A = —EPa3/2 on kuvan 3.15 mukaisesti
kaksi eri ratkaisua: e, = 0 ja ¢ = 0. Ratkaisu, jossa normaalisuuntainen permittii-
visyys katoaa, huomattiin toimivaksi olettamatta pallon muotoista geometriaa. Sen
sijaan ratkaisu €, = 0 ei toimi yleisesti, mutta pallon tapauksessa ratkaisu sattuu
toimimaan.

3 :
e =1 ,
25 g =10° ;. 1
- ,
— 6
2H - - €,=10 Dirichlet 1
1.5t 1
1t |
c
S
0.5t 1
E
O’ [\A
\I‘
-0.5} Neumann ,\' 1
,
-1 j . 1
e
’\/
-15 : T :
10" 10° 10° 10° 10" 10°
st
Kuva 3.15: Reunaehdot kuvaajassa. Dirichlet-reunaehto pétee, kun ¢, = oo.

Neumann reunaehto pystytdén toteuttamaan kahdella eri tavalla: joko €, = 0 tai
€y = 0.



Luku 4

Y hteenveto

Tyossa paneuduttiin sihkostatiikan sirontaongelman ratkaisemiseen tilanteessa, jos-
sa sirottajana on véliaineparametreiltaan anisotrooppinen ja epahomogeeninen pal-
lo. Sirontaongelmassa pallo asetettiin homogeeniseen véliaineeseen ja siihen koh-
distettiin paikasta riippumaton staattinen sdhkokentta. Pallon véliaineparametrit
madriteltiin siten, ettd permittiivisyysdyadin komponentit olivat vakiot pallokoor-
dinaatistossa ilmaistuna. Tutkitun kaltaiselle pallolle annettiin ty0ssa nimitys "sys-
trooppinen”.

Sirontaongelma ratkaistiin erikoistapauksessa analyyttisesti ja yleisemmaéssa ta-
pauksessa numeerisesti. Tapausta, jossa analyyttinen ratkaisu toimii tyossa kuva-
tuilla menetelmilla, paatettiin kutsua sdannolliseksi systropiaksi. Kappaleen siron-
taa kuvattiin laskemalla kappaleen polarisaatio, joka kertoo vastekentédn kaukana
sirottajasta. Homogeenisen pallon ja RU-pallon sirontaominaisuuksia riittaa kuvaa-
maan yksi ainut skalaarinen polarisaatio. Sen sijaan aidosti systrooppisen pallon
sirontaominaisuuksien kuvaamiseen tarvitaan polarisoituvuusdyadi, jossa on kaksi
toisistaan poikkeavaa skalaarista komponenttia. Polarisoituvuusdyadi kertoo kau-
koalueessa kappaleen sidhkoisesté vasteesta kaiken olennaisen.

Polarisaatio laskettiin seuraavasti. Ensin ratkaistiin Laplacen yhtélon kaltainen
yhtélo, jossa pallokoordinaatistossa ilmaistun Laplace-yhtdlon termeja painotettiin
kiyttamalla kertoimina permittiivisyyden komponentteja. Tuloksena oli joukko rat-
kaisuja, joista ainoastaan yksi kuvasi todellista fysikaalista tilannetta. Ratkaisu-
joukosta etsittiin oikea ratkaisu kayttamaélld pallon pinnalla voimassa olevia raja-
pintachtoja. Rajapintachtojen avulla muodostettiin matriisiyhtdlo, jossa matriisin
kertoimet laskettiin kiyttamalla kahteen potentiaalin kdyttaytymistd rajapinnalla
kuvaavaan yhtéloon Fourier'n menetelméad. Rajapintaehdot tekivét ratkaisun yksi-
késitteiseksi, jolloin polarisoituvuus saatiin selville.

Numeerisin ja analyyttisin menetelmin laskettuja arvoja kappaleen polarisoitu-
vuudelle verrattiin toisiinsa tulosten luotettavuuden arvioimiseksi. Verrattaessa nu-
meerisia ja analyyttisia tuloksia keskendén numeeriset tulokset havaittiin epaluotet-
taviksi véliaineen ollessa darimmaéisen anisotrooppista. RU-pallon analyyttiset tu-
lokset, jotka ovat ennestddn tunnettuja ja jotka pystytdan kirjoittamaan yksinker-
taiseen muotoon, poikkesivat huomattavasti numeerisista tuloksista, kun véliaine oli
merkittdvan anisotroppista.
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Tyossa tuli vastaan tilanne, jossa sddnnollisesti systrooppiselle pallolle lasketut
analyyttiset tulokset poikkesivat huomattavasti numeerisista tuloksista. RU-pallon
tapauksessa havaittiin kuitenkin, ettd analyyttisia tuloksia on syyta pitdd luotet-
tavampina kuin numeerisia. Parempien numeeristen vertailutulosten laskeminen ja
analyyttisten tulosten vahvistaminen niitten avulla 4arimméisen anisotrooppisen vé-
liaineen tapauksessa vaatii yhé lisdtutkimusta.

Pallojen sirontaominaisuuksia selvitettdessa tarkasteltiin kahta erikoistapausta,
joissa sirottajan pinnalla toteutui Dirichlet- tai Neumann-reunaehto. Sirottajalle et-
sittiin véliaineparametrit, joitten avulla reunachdot pystyttiin toteuttamaan. Tar-
kastelu otettiin tyohon mukaan lahinné taydellisyyden vuoksi. Kyse ei ole alkuperais-
tutkimuksesta. Havaittiin, ettd Dirichlet-reunachdon sai aikaan olettamalla pallon
radiaalisen permittiivisyyden ddrimmaéisen suureksi. Neumann-reunachdon toteut-
taminen tapahtui valitsemalla joko radiaalinen permittiivisyys €, tai tangentiaalinen
permittiivisyys €; darimmaisen pieneksi.

Tyo6ssa tutkittiin vertailun vuoksi myos kaksiulotteista sirontaongelmaa, jossa
adarettoman pitkd PU-ympyrélierio asetettiin vakiosdhkokenttéaén. Lierion sahkoisen
vasteen havaittiin olevan huomattavasti pallon sdhkoista vastetta yksinkertaisem-
pi. Havaittiin, ettd PU-ympyrélierion polarisoituvuus riippuu ainoastaan véliaineen
permittiivisyyden kahden eri komponentin geometrisesta keskiarvosta. Molempien
parametrien vaikutus on siis lierion tapauksessa symmetrinen toisin kuin pallon ta-
pauksessa.

Xk >k

Tieteellisen teorian tehtdviana on koota yhteen joukko havaintoja ja tuoda ne
saman loogisen rakennelman piiriin, jolloin teoriaa pystytddn kdyttdméadn apuna
paitsi selitettéessd ennestddn tunnettuja yllattavana pidettyja ilmioita myos etsit-
tdessd uusia aikaisemmin havaitsemattomia ilmiditd. Sdhkomagneettinen kentté-
teoria on selitysvoimansa kannalta tieteen onnistuneimpia saavutuksia (Schwartz,
1987). Sahkomagnetiikan tutkimus, jonka juuret ovat yksinkertaisissa havainnois-
sa, on tuottanut yhtenéisen ja kauniin matemaattisen teorian, jonka selitysvoima
on suurenmoinen. Sdhkomagnetiikan térkeitd ennustuksia ovat valon aaltoluonne
ja valon vakionopeus tyhjiossd (Smith, 1997). Koska klassisessa mekaniikassa va-
lon nopeuden tulisi riippua referenssikoordinaatistosta, sdéhkomagnetiikkaa on pi-
dettava klassisesta mekaniikasta riippumattomana teoriana. Michelsonin ja Mor-
leyn tekemét havainnot vahvistivat valon nopeuden vakioksi maapallon pinnalla
(Michelson & Morley, 1887). Sédhkémagnetiikan ennustusten ja saatujen mittaus-
tulosten ristiriitaisuus klassisen mekaniikan kanssa, johti suhteellisuusteorian kehit-
tymiseen (Miller, 1972; Weinberg, 1972).

Klassinen siahkomagnetiikka, erotuksena kvanttisahkdodynamiikasta, tarkastelee
arkipdivian mittasuhteissa tapahtuvia ilmioita. Tuttuja sdhkomagnetiikan ilmiGitéa
ovat sateenkaaret, kangastukset ja haloilmic. My6s induktiolieden toiminta perus-
tuu sdhkomagnetiikan ilmi6ihin. Koska sdhkomagnetikka on selitysvoimainen teo-
ria ja se kytkeytyy ldaheisesti arkipéivéan ilmiGitten kanssa, ei liene yllattavaa, etta
tutkimusala on poikinut huomattavan méaran kiyténnon sovelluksia. Radiot, tutka



68

ja erilaiset optiset laitteet ovat ilmeisia esimerkkeja sdhkomagnetiikkaan perustu-
vasta teknologiasta. Sdhkomagnetiikkaa kiytetddn apuna myos tutkittaessa jo ole-
massa olevia materiaaleja ja suunniteltaessa uusia (Sihvola, 1999). Erilaisten lasi—
metalli-seosten ja riikinkukon sulkien véri pystytdén selittdmédn sahkomagnetii-
kan avulla (Weyl, 1951; Zi et al., 2003). Liséksi pystytddn suunnittelemaan syn-
teettisid opaaleita, joitten estokaistaa pystytddn muokkaamaan sidhkdkentdn avulla
(Bogomolov et al., 1997; Li et al., 2003).

Sahkdmagneettisen teorian soveltaminen uusiin ongelmiin vaatii usein raskai-
ta laskutoimituksia, joita on vaikeaa tai mahdotonta suorittaa kynélla ja paperil-
la. Sédhkomagnetiikan tutkija huomaakin olevansa samassa tilanteessa kuin vanki
Platonin luolavertauksessa. Enimmékseen sihkomagnetiikan ongelmiin saadaan nu-
meerisin menetelmin tuotettuja likiméaraisia tuloksia, jotka muistuttavat luolaan
kahlitun vangin havaitsemia varjoja luolan seinélla. Analyyttisten ratkaisujen kéy-
tdnnon merkitys on siind, ettd ne tarjoavat koetinkiven, jonka avulla numeeristen
menetelmien luotettavuutta pystytaan arvioimaan. Naitten erikoislaatuisten ratkai-
sujen periaatteellinen merkitys on kuitenkin huomattavasti kauaskantoisempi. Kaik-
kien mahdollisten lukemattomien sdhkémagneettisten ongelmien joukossa suljetussa
muodossa ratkeavat tehtdvit ovat havidvan pieni osajoukko. Analyyttiset tulokset
ovat harvinainen lahja matematiikalta sidhkomagnetiikalle. Ne tarjoavat tutkijalle
kapean ikkunan, jonka kautta hin pystyy kurkistamaan numeerisesta epaméarais-
ten varjojen tayttadmasta kammiosta ulos taydellisten ideoitten maailmaan.
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Liite A
Ohjelmalistaukset

Numeeristen tulosten laskemista varten luotiin COMSOL-malli, jonka Matlab-skripti
on tiedostossa pallo.m. COMSOL-mallin saa ladattua Matlab-ympéaristoon, kun
kiynnistdd Matlabin COMSOLista késin kohdasta "File — Client/Server/MATLAB
— Connect to MATLAB?” ja suorittaa sen jilkeen skriptin pallo.m Matlabin komen-
toriviltd. Skriptin suorittamisen jalkeen COMSOL-mallin muuttujanimi Matlabin
tyotilassa on ” fem’.

Listauksen pallo.m sisaltdé aukeaa listauksen sisdltdmien kommenttien avulla.
Kuten mainitaan listauksen pallo.mriveilla 1-2, COMSOL-mallin luova skripti on
generoitu automaattisesti soveltamalla COMSOL Multiphysics ohjelman kayttoliit-
tyméa. Kayttoliittyméan avulla laaditun mallin voi muuttaa skriptiksi milloin tahan-
sa tallentamalla mallin muodossa "Model M-file”. Tallentaminen kannattaa tehd&
varhain, silla COMSOL tallentaa skriptiin kaikki muutokset, mita kéyttoliittymas-
sé tehddan. Mallin sisemmaén ja ulomman pallon mitat méaaritellddn riveillda 17-18.
Viliaineparametrit méaritelladn alustavasti riveilla 30-32, mutta parametrit muut-
tavat tavallisesti arvoaan ennen varsinaista laskutoimitusta. COMSOL Multiphysics
kiyttaa laskutoimituksissaan karteesista koordinaatistoa, minka vuoksi permittiivi-
syysdyadin komponentit on muunnettava pallokoordinaatistosta karteesiseen koor-
dinaatistoon. Kaavan (3.79) avulla tapahtuva muunnos tehdédén riveilla 53-57.

pallo.m

% COMSOL Multiphysics Model M-file

% Generated by COMSOL 3.5a (COMSOL 3.5.0.608, $Date: 2009/05/11
07:38:49 §)

flclear fem

% COMSOL wversion

clear vrsn

vrsn.name — 'COMSOL 3.5 7;

vrsn.ext = ’a’;

vrsn.major = 0;

vrsn . build = 608;

vrsn.rcs = '$Name: v35ap $7;

vrsn.date = ’$Date: 2009/05/11 07:38:49 §$7;

fem.version = vrsn;
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% Geometry
gl=sphere3 (’1’,’pos’,{’07,707,’0"}, axis’,{’07,’0",’17}, rot’,’07);
g2=sphere3 (37, pos’,{707,°0",70"}, axis*,{ 07,707, 1"}, "rot >, 0");

% Analyzed geometry
clear s

s.objs={gl,g2};

s .name={’Sisa’, ’Ulko’ };
s.tags={"gl’, g2’ };
fem.draw=struct (’'s’,s);

fem . geom=geomesg (fem) ;

% Constants

fem.const = {’err’,’2"’,
761}1}’,’27,
Tepp’, 727}

% Initialize mesh
fem .mesh=meshinit (fem
"hauto’,5);

% (Default values are not included)

% Application mode 1

clear appl

appl.mode. class = ’EmElectrostatics’

appl.module = 'ACDC’;

appl.sshape = 2;

appl.assignsuffix = ' emes’

clear bnd

bnd.type = {’ss’,’ ’cont’};

bnd. Vref = {’—1.5%xEexx’,’0’ };

bnd.dbnd = {'R/27,’1"};

bnd.ind = [1,1,1,1,2,2,2,2,1,1,2,2,1,2,2,1];

appl.bnd = bnd;

clear equ

equ.epsilonr = {{’17,707,707;°07,717,707;°07,707,’17} ,{’err«(sin(theta)
) "2%(cos (phi))" +ett* (cos(theta)) ~2x(cos( phi))A2—4—epp>|<(sin(phi))“2’7

"(errx(sin(theta)) " 2+ett*(cos(theta)) 2—epp)=*cos(phi)xsin(phi)’,’ (err
—ett)*xcos(theta)*sin(theta)*cos(phi)’;

"(err=*(sin(theta)) 2+ett*(cos(theta)) 2—epp)*cos(phi)*sin(phi)’, err
*(sin (theta)) " 2x(sin(phi))~2+ett*(cos(theta)) 2«(sin (phi)) 2+epp
*(cos(phi))~27,

"(err—ett)*xcos(theta)xsin (theta)xsin (phi)’;’ ’ (err—ett)xcos(theta)xsin (
theta)xcos(phi)’,

"(err—ett)xcos(theta)xsin(theta)+sin(phi)’, errx(cos(theta)) " 2+ett x(
sin (theta))~2’}};

equ.ind = [1,2];
appl.equ = equ;
fem.appl{l} = appl;
fem.frame = {’ref’};
fem . border = 1;
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clear units;
units.basesystem = ’SI’;
fem.units = units;

% Global expressions

fem. globalexpr = {
RY,737, ..
e’ ,’17, ...
't 0 sqrt (x°24y"2+272)
"phi’,’atan2 (y,x)’,
"theta’, ’acos(z/r)’ };

% ODE Settings

clear ode

clear units;
units.basesystem = ’SI’;
ode.units = units;

fem .ode=ode;

% Multiphysics
fem=multiphysics (fem) ;

% Extend mesh
fem . xmesh=meshextend (fem) ;

% Solve problem
fem.sol=femstatic (fem,
"solcomp ’ ,{ 'V},
"outcomp’ ,{ 'V},

"blocksize’, ’auto’,
’linsolver’,’cg’,
"prefun’,’amg’);

% Save current fem structure for restart purposes
femO=fem ;

Luotua mallia pystytdan soveltamaan polarisoituvuuden laskemiseen. Mallin rat-
kaiseminen antaa tulokseksi sihkokentdan pallon sisélla ja sen valittoméassa ympéris-
tossd, mutta yksinkertaisuuden vuoksi on helpointa tarkastella pelkkaa polarisoitu-
vuutta. Normalisoitu polarisoituvuus pystytadan laskemaan dipolimomentista kaavan
(3.66) avulla:

pi/EP
nl = Al
@ - EOV ( )
COMSOL laskee dipolimomentin sirottajan sisdkentdn perusteella, integroimalla
(2.66):
p:/eo (E—f) By dV
v
fem_pol.m
function a = fem pol(fem, err,ett ,epp,ada)

% Function uses Comsol to calculate
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% the polarizability of an systropic sphere.
% input: fem, radial permittivity , theta premittivity ,
% phi permittivity , adaption (true [| false)
% Author: Tommi Rimpilainen
% File created: 27.10.2010
% Last change: 7.6.2011 Adaptional mesh optional
% Constants
fem.const = {’err’ ,num2str(err),
‘ett’ ,num2str(ett),
’epp ’ ,num?2str(epp) };
if ada
fem = adaption (fem);
end
fem.sol = femstatic (fem,
"solcomp ’ [ { 'V’ },
"outcomp ' ,{ 'V’ },
"blocksize’,’auto’,
"linsolver’,’cg’,
"prefun’,’amg’);
% Integrate
p = postint (fem, 'Px_emes’,
‘unit ', ’Csxm’
‘recover ', off’,
'dl’,2);
a = normalizepol(p);
end
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Ohjelma fem_pol.mpalauttaa normalisoidun polarisoituvuuden o ,, jonka maa-

ritelmé on (3.33)
_p/EP
N EOV

n

Listauksessa fem_pol.m kdytetddn aliohjelmaa normalizepol.m muuntamaan ab-

soluuttinen polarisoituvuus a; normalisoiduksi polarisoituvuudeksi o 4.
normalizepol.m

function a = normalizepol (p)

% Program calculates the normalized polarizability of
% a sphere, when the polarisation is known.

%

% File created: 8.8.2010

% Author: Tommi Rimpilainen

% Last change: none

eps0 = 8.854188e—12;
V = 4xpi/3;
a = p/V/epsO;




13
14| end
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