
Helsinki University of Technology

Materials Physics Laboratory

Espoo 2004

 
VORTICES AND ELEMENTARY EXCITATIONS
IN DILUTE BOSE-EINSTEIN CONDENSATES

Mikko Möttönen





Helsinki University of Technology Publications in Engineering Physics

Teknillisen korkeakoulun teknillisen fysiikan julkaisuja

Espoo 2004 TKK-F-A835

Mikko Möttönen

Helsinki University of Technology
Department of Engineering Physics and Mathematics
Materials Physics Laboratory

Teknillinen korkeakoulu
Teknillisen fysiikan ja matematiikan osasto
Materiaalifysiikan laboratorio

Dissertation for the degree of Doctor of Technology to be presented with due permission of the 
Department of Engineering Physics and Mathematics for public examination and debate in Auditorium 
F1 at Helsinki University of Technology (Espoo, Finland) on the 27th of December, 2004, at 14 o'clock.

VORTICES AND ELEMENTARY EXCITATIONS
IN DILUTE BOSE-EINSTEIN CONDENSATES



Distribution:

Helsinki University of Technology

Materials Physics Laboratory

P.O. Box 2200

FIN-02015 HUT

Tel. +358-9-451-2342

Fax. +358-9-451-3164

E-mail: mikko.mottonen@hut.fi

© Mikko Möttönen

ISBN 951-22-7439-6 (printed)

ISBN 951-22-7440-X (pdf)

ISSN 1456-3320

PicaSet Oy

Helsinki 2004



                                 
HELSINKI UNIVERSITY OF TECHNOLOGY
P.O. BOX 1000, FIN-02015 HUT

http://www.hut.fi

ABSTRACT OF DOCTORAL DISSERTATION

Author

Name of the dissertation

Date of manuscript              Date of the dissertation

            Monograph                                                                                             Article dissertation (summary + original articles)

Department

Laboratory

Field of research

Opponent(s)

Supervisor

(Instructor)

Abstract

Keywords

UDC     Number of pages

ISBN (printed)           ISBN (pdf)

ISBN (others)           ISSN 

Publisher

Print distribution

           The dissertation can be read at http://lib.hut.fi/Diss/





�� ��������

	��

� 	� ��
����





� ��� �

��������	
�����


���� ��	
 ��� �

� ��		�
� ��� �� ��
 ���
	���� ������� ����	���	� �� ��
 �
����
�

����
	���� �� �
�������� ��	��� ��
 �
�	� ����������  ! "!��
���#�  �$%����� ���

�� ��
����
��
� ��	 ��$%��������� 	
���	�
�� &�������� ��%%�	� �	�$ ��
 &������  ��"

��	�� &���������' ��
 &��������� �� �
��������' ��
 (
�
�	�� &��������� �� �
����
�

����
	���� �� �
�������� ��� ��
 )���
$� �� &������ �� �%%	
����
��

* ����
 $� ��%
	����	 �	��� ��	��� !���$�� ��	 %	������� 
+�
��
�� ��	
��� �����"

����� ��	 ��
 	
�
�	�� ��� ,	� �
��� !�$� -�	���
� ��� ���� ��	 ����	������ $� �����	��

��
���' ��� ���� ��	 ����	������ ��� �%
���� ������$
��� ��� $� ����
	.� ��
��� �� /��
"

0����
�� ����
�������� * �$ ���� ���
��
� �� �	��� ��
�� 1�
���	� ��� �2
	
� $
 ��

�%%�	������ �� �������	��
 ���� ��$ �� ��
 �	
� �� ��%�������� ��	�
+ �	
����� ����
 *

��� �� ���
	�	�����
 ����
��� !%
���� 
+%	
����� �� �	������
 �� �
���
� �� ,	� ��"

$��� *�����$� ��	 ��� ���	������ %�	����%����� �� $� 	
�
�	�� ��� �� ,	� ��%�� !�$���

��	 �����	�����
 ������������ &�	��
	$�	
' * ��
����
��
 $� ��"�����	� �	��� �
����

3�$�' �	��� 4�5�����
 �������' ,	� ��

��� ��5����$�' ��!�� ������	� !��$���' ,	�

!���"����	� 3����' ��� ��!�� 1��
� �����$��� ��	 ��
�	 ����	������� �� $� 	
�
�	��

�� /��
"0����
�� ����
������� ��� ��!�� 6��� -�	�����
�' ��!�� -���
 /
	����$' ���

��!�� ���	� 4�%��
� ��	 �������	����� �� 7�����$ ��$%�������� )��� ��!�� )����

1��
��
�' ��!�� �

$� 38��
�' ��!�� 1�
� ��	���' ��� ��� ���
	 %
�%�
 ��� ���


8���
� ��
 ���%�	��� ����������� �� ��
 ��
�	� (��$ �	
 ��
����
��
��

&������' * ��	$�� ����
 $� ��$��� ��$� �9���9��
�' )���� ��

��
�' ����� �9���9��
�

��� 4���	���� ��

��
� ��	 ���������� ��%%�	� ��� $� �	��
"��"�
 ����� 4�

��
�

��	 �
	 
���
�� ���
 ��� 
����
���

���� ������	 
� ���� �


�����
������ �� ����� �
��
�

���
 �� ������

3����
$�' 1��
$�
	 ����

����
 ��
���
���



� ���� �

���� �� ��	
������
�

���� ������ �� � 	����
 �� 
�� ��
��	�� 
�	� �� 
�� ���� �� ����
���� ��	
���� ��� ����

���
�	� ����
�
���� �� ���������
��� ��������
�� �� ����
� �
���� ������  
 ������
� ��

�� ���	���
 ��� 
�� �����
��� !�"����
���� �� 
��� ����#

 � $��� %��
�& '� '(�

(����& '� )�����	�& �� %���& ��� *� $������& ������ ��

���	�� 	 
����� �
 	 �������
����
 ��
��
�	��& +���� ,��� - ��& ./01/2 34..45�

�� 4..4 -��	���� +������� $����
��

  � '���� '(�

(����& )���� '�
����
�& '���� )�����	�& ��� ��
��� %���& ��
��
��

��� ���	���
 �� 	 ������ �
 	 �������
����
 ��
��
�	�� ���� ������
� ���
 ���&

6� +����# 7������� '�

�	 ��& /089/ 34..45� �� 4..4  %+ +�"������� :
��

   � '� '(�

(����& �� '��������& ��  �������& '� '� $������& ��� ;� '������& ������

��
 �� 	 ���!�� "�	
��#�� 
����� ����� � �
������
�
 �
 �������
����
 ��
��
�

�	���& +���� ,��� - ��& .401// 34..05� �� 4..0 -��	���� +������� $����
��

 <� '� '(�

(����& $� '� '� <�	
����& ��  �������& ��� '� '� $������& ��	���
	�� 
���

��� �������� �
 
�
���	��
 �������
����
 ��
��
�	���& 34..8& ��"��

�� 
� +����

,��� -5�

<� '� '(�

(����& $� '� '� <�	
����& ��� '� '� $������& ����	��� 	
� ��
�
	� ��

�����	���
� �
 �������
����
 ��
��
�	���& 34..8& ����!
�� 
� +���� ,��� -5� ��

4..8 -��	���� +������� $����
��

��	������
 
�� ���	���
& 
���� !�!�	� �	� 	���		�� 
� "� 
���	 ,���� ����	����



� �� �

�������� 	�
��������


��� ����	�
� ������
�� �� 
��� ������
	
��� �	� ���� 
	����� ��
 �� 
�� �	
���	�� �����
�

�	���	
��� 	
 
�� �������� ��������
� �� ��
������� ������ 
�� ��	�� ��������� 

��� 	�
��� �	� ���� 	

��� �� !��
��� 	�� 
�� �	���� "�# 	�� �	��� # !	� $	����

!��

�� �� ��$ "� �	���� "�""% 
�� 	�
��� �	� 
	����� ��
 	�� 
�� ��$���
	� 
�$��
	
����

��� !��
� �� �	� ��������� 	�� 
�� 
���� 	�� $�
���� "� �	��� """% 
�� 	�
��� ���������

	 �	�	���� ���
������ 
��� 
� ����� 
�� �&�	
���� �� $�
��� �� 
����'��$������	� 
�$����

��	
� 	�� ���� �
 
� ��
	�� 
�� �����
� (�� 
�� �	��� "#% !��

�� �	��� �� 
�� 	�
���)�

���
�	� ���	�% �� ��������� 
�� $�
��� 
� *�� 
�� ��
��
���	� �
	
���	�� �
	
�� �� 
��

�������	� +����'��
	������ �&�	
��� "� 
�� �
����� �� �	��� #% 
�� 	�
��� ���������

��$���
	� 
���� 
� �$���$��
 
�� ��
��� ����� ���
���	
��� 
����� ��� ����
� 
������	
��

	�� �����
�� 	�� 
�� �����
� �� 
�� �	��� 



� � �

���� �� ���	
������
�

��� �����	
�� 
������� 
�� ���� 
� ��� �����
�	�

��� ������
����
� �������
��

��� �
�����������������
����

� �� ��
!�"��� ���!
�� ��
��

� �� �������"��� ���!
�� ��
��

#� #����
� ��
��

$% $�����%
�
���!



& � &
������ ��!������
�'��



� �� �

��������

��������	
�����
 ���

��
� �� �����������
 ����

�������
 ������������ ��

��
� �� ������������
 �

�������
 ��

� �����	������ �

� ����� ��!������� "����#���	  ����$ %
��� ��	
	� ��
��
�	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

��� ������ ��	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ���
�� ��
��
�	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ��
����
� �� 	 ����
� ��	
����� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

& #������ ��!������� "����#���	  ������
 ��
���  ����! ����� �!���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� "���� 	
� ����
� ����� �!������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� #
������ 	
� ���	� �� �����	���
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �$

' (�����$ &)

*��������
 &�

+����� &%

��
�����
 �� �����������
 �,- &.





� � �

� �������	�
��

�� ����� 	
��
� �������� 
������� � 
������ �� �
���
��� �� �
�����
 ��
� �� �������
�

��� !��� �� �� "��
�� �� �� #����� 
��� �$�
 % ����& �� � � '�����
�"�� !��� ���� �� �
(

��
������ ��
������� �� � � %
���� ����
������� ��
 � � �
���(���� 
�������� �"���
�' )�*&

�+������� !���,� ����� �� '������ �������
������ "�
���
��� �������� 
��
�-�� � �� � ���

������� "�
���
�� ��� ������
 �"��� ���
� �������� ���� � � �
���� ����� �� � � �����'

�� 
�� ��'"�
���
�� )�� .*& /���

��� �� � � �������
�
� �� � � " ���'����� � � '��
�(

���"�� ����"����� �� � ����
� ������' ����� �� 
�� ��'"�
���
�� �� ��

�� !���(��������

������������&

0 � �
�����
 ��
� �� !��� ��� �������� ����
��� ��
� �������
������ ������ ����

 ����� �� ��� �
���� � �� � � ������������ '�� �� �� ���'�
��� �� � � ����
 ��� �"(

"
�+�'�����& ����
� �
���� 1
��- 2����� ��������� �� ��.3 � �� � � � �� 
�����
� �����

��"�
4��� �5� ���
� �� � 
��
�-����� �� � !���(�������� ���������� 6!�78 )�� 9*& �����

��"�
4��� �5� �� � ��
���
� ����
������ �����'� �� ������ �� �+ �������
� �
����� ��� 

����� '��
����"�� � ��
��� ��� � � �+��� � �
����
������ �� � � 
�'��� �
��������� �����

� � " ��� �
�������� ���� � � ��"�
4��� ������ 
�'��� ���
��
& 5�����
� � � ����������

�
������ �� ��"�
4��� �5� ��� ����
'���� �� ���9 ����� ����
��(������
��� '����
�(

'���� ):* ��� ;���� 7�

� ��'�
������ )<*& =�� �� ��
��� ����
������� ������� � � �5�

���'�� ��
� ����� �>? �� � � ���'� �
� �� � � ��������� ����� ���  ���� ��"�
4��� �5�

�� ��
 �
�' � "�
� !�7& �� ��������� � � !�
����(7��"�
(�� 
��@�
 6!7�8 �
�������� 
�(

�"�����
� ��
 ��"�
������������ )3* �� �
����
� ��"�
��������
� ��� � � " ��� �
���������

�� ��"�
4��� �5� '�� �� ����
"
���� �� � � ��
'����� ��� ��'�
������� !���(��������

������������ �� ��
'��� "��
�� ��� � ��� �����'� ������� ���� '�
� �
�' �� ����
 �������

���&

A��� ����
��� ��� ������� �� ��
��� ���'�� ����� �� � � ��:>,� �� �
��
 �� B�� �

������' �����' �
��� �� � � ����
 !�7& !���
� �� ��� "�����
� �� 
��� � �� ���
� '�C�


����
�"'��� ��� �� �� �� ����� �� � � B�
� �� �
�""��� ��� ���
��� ����
�
 ���'� )����*&

�� 
���
 ���
���� 
���
 B�
�� ��� �
������� C��� ��
�� � � 
�������� �
� ��
����� �� � �

���' �
��� �
�' �

 ��
������� �� �
��
 �� �
�� ���� � � ���'�& A �
��� � � '�����

"�
���
�� ����
� � � =�""
�
 �"(� ����� " ����� '����� ����
�� � �' ��� �  �� �


"
�����
��� � �� � � =�""
�
 ����(� ����� " ����� '����� �� � � ��'� ��
������ ��� 

� � ���'�� � � �'������ �� � � " �����  �� �� "
���

�� ��
������& �� ��
� ����� ��'�

'��
�������� �� ���
 � � ���'� �� � � D=�""
�
 
�'��E � �� �� �""
�+�'���
� � 'F ��

� � ��"���
 
�������� �
��������� )�.*&

1�
 ��"���
 "��� "�
���
� ��������� �>�� � �>�� �'��� � � ������������ ��'"�
���
�

���� �� �� � � ��'"�
���
� 
���� �>��� �>�� F& 0 ��� ��
� �
 ���
��� �� � � ���' �
���

�� �������
�& �� "
����"
�� � � ��'"
��� ���
��� ��� ����� �� ���"�
����� ���
���� �� � �� 

� � ���' �
�" �� �"���� �� ��� � ��� � �� � � '��� ���
����� "�
���
�� ����"� �
�' � �

�����' � �� �� ����������
� � �
'�
�-�� �� � 
���
 ��'"�
���
�& G���� ���"�
�����

���
���� �
�""�� ���'�  ��� ���� ���
�� ���� �� 9> �F& H� �
 ����
� ���� ���
���



� � �

������	 
��
��� 	�������
�� 
�	�� ���

�� ��� 
�	�� �	
������� ���

���

��� �����
�� �� ������
 ����	 
	 �������
���

� ��	�� �� 	�
��
�� �� ����
� ������


���
	 
� ������
� ��
�	 �������� �	
�� ��

	� 
�	�� ��
�	� �� ���� � !� "#� ��� $�����

������ �� 	��� ����
� 	����	 
�����	�	 %
�� 
�����	
�� ��
�� ��� �
�� ���	� ��� 	���

����� 	����	� ��� 	����	 �� ��� ��	� ���� ��� ��

�� %��&���
� 	��&
�� 	����	 '()**	+

��� ��� 
����� ���	 	��������
� 	��&
�� 	����	 '*)**	+� ,� ���
�
��� ����� ��� �� 	����	


� %�
�� ����
� 	�
�	 ��� ���������
 �� ��� 
���
 ������
� ��
� ���� ������ ���	� 	����	

��� ���-����� �� ��� ������
� ��
� �� ��� ��	� �����.
���
��� ���	� 	����	 ��� ��

��

������
 	����	 '/*	+� ��� $����� ������� ��	���	
�
� ��� ��� ���������� �� ��� ����	�


	 ��
�
� ������
��� �� ��� ��
�����
�� �� ��� �
������
� 	�
�	 	
��� ��� ���
��� ������
�

������ 
	 ���

�
�
� 	��

 �������� %
�� ��� ������
� ������ �� ��� ��
���� �
�������

0�%����� ��� ���
��� 	�
� ��	 � 	����� �-��� �� ��� ��
�����
�� �� ��� �
������ 	�
� ���

��� �
&�

 ����	 
� %��& ������
� ����	� )�� �.���
�� ��� ��/� ��� ��1� ����	 ���

���� �������� 	�
��  � ��� %�
�� ����� �.
	�	 ��� ()**� ��� *)** ��� ��� /*�

2 ������ ��% ��	�
� � 3# �� �
�		
��
 �
�����������
� ������ ����
�	 ��� ������
�

��
� �� ���� � ��.
��� 
� ���� 	����� ���	� ��
� ()**	 ��� �� ������� 
� � ����
�

������
� ����� 4� ��� ����� ����� �

 ��� �������� 	����	 ��� �� ������� 
� ���
��


����	 %�
�� ��� ���

	�� %
�� 
�	��	 ���
�� � ���5����� ��� ��
�% '��� �������+ �� �����

'�
�� �������+ ��� ��	������ ���5������ �
�
�� �
	� �� � ���	�����
�� �������
�� �� �

����
	
�� ������ ��	����
��
� � 6� "#� *
��� ��� ���
��
 ������
�
 
	 �������
���
 �� ��� 
�	��


����	
��� ��� 
�	�� ��
� 	���
� �� 
�����������	 
� 	����� 7���
���
��	 �� ������
�

��� ���
��
 ����	 ��� 	����

�� �����������
��
 ����	 � 8#� ��� %�
�� ��� ���5����� ��

��� 	���
�

� ����������	 
�	�� ��
� 
	 �
�	� �� ��	������ ���� 
� ���
�
��� ����� 
	 �

%��& 
�����������	 ������
� ��
� %�
�� ��9�	�	 ��� ��	������ ���5����� �� ��� ����	�

��	�
�
�� 
� ��� 	������� �� ��� ���
��
 ������
�
 �� �� 
�����������	� 0�%����� ���

������ ����	��� ��� 	�
� :
�	 ��� �� ����
� ��	����� 
�	�� ��
� ������ 
� 
���		
�
� ��

���
��� ������	��
�� 
� �����������
��
 ����	�

,� ��� ���
��
�� �� ��� ;!<	� ��� ��	� ����
	
�� ����
����	 ��� ������
 ����	 ��

���� � ��	���	 =>7 %��� ��� �
&�

 ����	� 	
��� ���
� ����
� �.�
���
�� 	������ �����

��

�� %
�� ��� ���5����
�	 �� ��� ���

��
� 
�	��	� )
��

� 
�  ;;"� � ����&������� ���&

�
��� %��� 2����		�� �� ��� �� ?,@2�� ���
	 �� ��� �� A,�� ��� =���
�� �� ��� �� 1
��

B�
���	
�� ������� �� ��	���� =>7	 �� ��1� � C#� ��/� � ;# ��� �@
 ��!# ����	 
� ����

���
� ����	� ��	����
��
�� ���	� ���

��
�D
�� �.���
����	 ���� � �����&��
� ���	� ��

���� ��� �.���
�����
 ��� �������
��
 
���	�
���
�� �� =>7	 
� �
&�

 ���� ������	�

�� ����� ����  !! �
-����� �����	 ���� ���
���� ����
� ������	��
�� ��� ��% ����
�

	���
�	 ���� ���� ����� �� ��� ���

� �� =>7	 
��
��
�� 	�
����
��
D�� �������� �� #�
��1� ���#�����	���
� �0� ��E� �6#� ��F ��"# ��� ���7	 ��3#�

,� �������� �!!E� ��� ��	�����
�� �� =�	��>
�	��
� ������	��
�� �� ���� ��F� ���

��������� ��	� 
 	� ���
 �
��	��� �
� ����� ��
���
��
	�� ����	���� �
� ���
���
�� ����
����	��� ��	����	�� 
� �
�
���
 �� �
������
� ������������ ����	���� 
� !����
�
"��



� � �

���� ����	
��� �
� �������� ������� 
�� 
���
�� �� �
�

�� ���� ��� ������
���� �� 	�� 

������ ��������	 
��� �
��� �� ��! ����" #��� $���� 	������
��%" 
���
	��� ���������

����
 �
���	��� 
�� �	�����&	 
��������' (�� ��Æ	
����� �� ��
)��) ��� ��������	 	����� 

�
�� ���� ����	
�� �� ��� *+, *-+ 	�������� �� 	�
�)��) ��� �����
	���� ������� ���


���� �� 
 �
	� �
� ��
� ����	
�
� *-+ �
� ������ 
�� ��� *-+ �
� ���� ��������' .�

�
� 
��� ����� ��
� �����
� ��� ��������	 	������
�� ��� ����
���� �� ����	
��� �� �
	�

������ 
�� 
	�

��� ��� �������� *-+ 	���������� �� ��� ���)��
� ��������	 	������
��'

(�� ��
��� ��� ���� ���	����� �� ����	�
��� ��������)" �� ��
� ��� ������
�
�� 
� ���	�

��� 	������
���� �
/�� ��
	� �� 
� ��)� 
� �0 �� ��� $���� ������
�
��' .� 	���
�����

���� ��� $���� ������
�
��� �� ������� �
���	���
	����" ��� �0 ��
�� 	��������� �� 


������
�
�� �
	� ��)��� ��
� ���� ������
�
��'

(�� *��� -������� 	������
�� �� ���
�� 
�/
�� 
��� )
��� �� ��� ���� ����������) ���	�

�� ������ &�� ��� ���)��
� ���/ �� *��� 
�� -������� ��
� �
���1
�� �2�" �
���	���
	 

���� �� �
���1
�� �2�" �
� 
��� ���	� �� �� ����	��� ������
��� 
���) ����	
� ��
)��)

��	���3
�� 
�� �� ����� 
 ��)��� 	�������
��� �
	���	���	 3

��
� ������' (�� �
) 

����	 
�� ����	
� ��
����) �������
�� �
� �� 
�4
���� �� �
�� 
 �
����
�� �� ��
���


�� ��� �����
	����� ������� ��� 
���� �
� �� �
��� �� 
 ���� �
�)� 
���) $����
	�

�����
�	�� ��5"���' -��� ��� ��)� �� ��� � �
�� �	
������) ���)�� ���	�����) ��� �����
	 

����� ������� ��� 
���� �� ����� ���
�� *-+� 
� 
���
��� ������
�
��� ���" ��� 	
� ��

��������' (���� ��	
��
� ���������� �� ���
�� *-+� ������ ���� ���
� ������� �� ���	�

�� ������� 
�� ���� �����
� 3

��
� &��� �������� ��6�'

.� ��� 7��� ������
�
�� �����" �� �� 	������� 
��
��� ��
� 
�� ��� 
���� 
�� �� ���

	�������� ��
�� �� ��� 8$,, 
�� ��� ������ �
� �� 	�
�
	����7�� �� 
 ���)�� 	�����9

&��� 	
���� ��� ����� �
�
�����' (�� �3

��� �
)���
�� �� ��� ����� �
�
����� ������

��� �
���	�� ������� 
�� ��� ��
�� )�
����� �� ����������
� �� ��� 	������� �
���	�� 1��

�� ��� 	������
��' (�� ���
��	� �� ��� ����� �
�
����� 
�� )������� �� ��� :���� 

;��
���/�� <:;= �3

���� �����
� ��� �9	��
����� �� ��� ��
����
�� ��
��� 
�� ���	�����

�� ��� *�)���
��� ��)���
�
� �3

����� ���	� �
�� ���� ������ �� �� ��)��� 
		
�
��

��� ������
�
��� � � ���� ��>����' ?
� �� �����
	����� ������� ��� �
���	���" ���

:; �3

���� �� �������
� 
��" ���������" 
�
����	
��� ����
��� ���� �� �
�� 	
���' ,��	�

��� *�)���
��� �3

����� 	���
�� ��� ��
����
�� ��
�� ����� �
�
�����" ���� 	
� ���� ��

������ 
�
����	
��� �� 4
�� ��� �
�� 	
��� 
� 
��� ��� :; �3

����' 2��	�" �
����	
� �����


�� ������" �� )����
�" �� ��
�� ��� 	�
�
	�������	� �� *-+� ���� 
� 7��� ������
�
��'

(�� �������� �
� �� �
/� ��� &���� ������
�
�� ���� 
		�
�� �� �� 	
�	
�
�� ��� �
� 

��� �� �����
� 
���� 
���) ��� �9	��
����� ���
���� ���� ��� *�)���
��� �3

����� ��

��� *��� �������
���� �
�	���� 
�� 
�4
����) ��� �
���� �� 	�������� �
���	��� �
	�

��
� ��� ���
� �
���� �� �
���	��� �
�	��� ��� ������� �
�
�' @ ���� 
		
�
�� ������

�� ���
���� ������ ��� �� 	
���� ;���� 
����9��
���� �� ��� 2
����� $�	/ *�)���
���

<2$*= ������ ���" �5�' .� ��� 2$* ;���� ������" ���� ��� :; �3

���� 
�� ��� *� 

)���
��� �3

����� 
�� )����
��7�� �� ��	�
�� 
� �A�	���� �������
� 
�����) ���� ���

�������
���� �� ��� �����
� �
���	���' (���� �3

����� 
�� ������ ���� 	����������� ��� 




� � �

����� �	�
� ��
��� 	� �
�������� �� �	
�
���	� ���� ��� 
�
����� �����
��	� �������� 
�

���� ���� ��� !"#$%	�	� ���	�& &����� ��� �

� �������� ������ 
� 
����
�& 	� '( �	�

��
���
����� � � )�*���� ��+��

� �	� 	� ���	�����
� �,	�� �
� ���� ���	��� �	 ����
����� ��� 
�	

�	�� ���
��	��

	� ��� �����
��	� �������� 
�	�� )�*���� ����� ��
��� ����'-� 
�� .������ �'��'*� ���	�����

/�� ���	�� 	���� ���	�& ��������� �� 0���� �') '-� ���� �&���

��� �������
��	� ���	�&

�	 �
.� ���	 
��	��� ��� �����
���	� ���
� �� ��� !

���	��
�� 0������& ���� ���	�&

�
� �������� �	 ������� ��
�$��������� ������
� �������
��	�� ���� �	 ����� ��� �&���


�� ��� ������
���� ���� ��
���� �	 �
�� 
����
��� ���� ��� 
�
����� �������� 
�� ���

�

���� �
��� �	� ��� �	�������� 
	��� �'1 '2�� /�� �������
��	� �� 	��& ����	�����

�	 ������ ��� 
�
����� ������& 	�����
��	�� 	� ��� �	�����
�� 
�� �� 	� �	���� 
�����

�� ����
	�&�

�� �3��������
� 4���	�� ��� ��
�$��������� �������
��	� ��� ���	��

	���� ���	�& �	����� �	�� �	� ��	� ��� 
�	

�	�� �����& ������ /��� ��� �����&

����� 

& �� 
���
����� �	 �� 
 ������ 	� ��� 
�
����
��� ������3��� �
���� ��
�

��
�
���������� 	� ��� �����
��	�� �� ��� ����

� �3��������
� �� ��� ����� 	� ����� ������� 

�� �� �	������ ��
� ��� !"#$%	�	� ���	�& ��������� ��� ���
���
�& �����
��	�� �� ���

����
	�&�

�� �3��������
 3���� 
����
���& ���� 
� ��
���
����� 
�	�� )�*�����

/�� �
���
���
��	� 	� ��� ���	�� 	���� ���	�& �� �	
���
��	�
��& ��
�������� 
��

����� ����� 	��& 
 ��� ��
����
� ��������
��	�� �����	� �� ��� �����
���� �'1 '5 *)�� ��

%
��� 6 ��� ���	�� 	���� ���	�& �� 
������ �	� ��� 7��� ��
� �	 �
��
.�$��
��� �	����$

�
��� 
�� ��� �����
��	� ������
 
�� ��� �&�

��� 	� ��� �����
��	�� 
�� ��������
����

/�� �&�

��� 	� ����
�� 
	��� 
�� ��
	����
��� �	 ��	� 
 �	��
��� 
�� �����
� ���$

�	
��	� ����� �
� ���� 
����	��� �� ��� �����	�� �����
���� �') '-� ��� �	� �
����
���

��
���&� 8	��	��� ��� ���	�� 	���� ���	�& �� ���� �	 3�
���
�����& ����
�� ��� ������

	�����
��	� 	� ��� #���
�� ��	���� �� ��� �&�

��� 	� ��� �	$�
���� �����	�� 
	�� �*- *���

9�� ����

���
� 3�����	� �� ������� ��� 
�	
�� #:;� 
�� �����<���� =����<���

��	������� 
�� ��	���& 
��	��
��� ���� ��� 
�����& �	 ����
�� ������	����� <	� ����� ��

���
��� �	 ��� ��
�����& 	� �	������� >�
���?�� �	������ 
�� �	�	�	���
� ������� �� ���

�	
����$�
���� 	���� �
�

����� /���� �� 
� ������� 
������� ��� 3�
���
 ��
��� 	�

��� �	���� 	� �� ��
�� ������� ���������� 
 �	���� ����� ������� 
� 
?�
���
� �
������

<	� ���� 
����
� 
	
����
� =���� ��� ��
�� ������� �� �������� 
�� ��� 	���� �
�

$

���� �� 
 �	�����	�� ������	� ��� ��
�� ������� �� ��� �

� 
�	�� ����& �		� ����������

��	�� ��	��� �	 ��� �	���� ����� /��� �
����� 
 ��
�� ������
���& 
�	�� ��� �	���� 
��� 

����� ��� �	�����	�� 	���� �
�

���� 
��� �
�����

>�
���?�� �	������ ���� 7��� ����	����� �� ������	�����	�� �*+� @-5*�A ����� �����	�

��,�
���	� 
�� �� �����<��� �!� �*�� @-51�A ���� 
 ��	�	��
���� ������3�� 

.��� ���

	� ������	� ������� ��
���� �� �	���� �	���� ����� ��� 7��� ��&���
� ��
��?
��	�� 	� 
�.
��


�	
 #:;� ����� �
� 
 ���� ���
�� ��
� �	������ ��	��� 
��	 	���� 
� �����
��	�� 	� ���

�	������ �	�����
��� 8
�& 
���	�� ���� ��������� �	 ���
�� �	������ 
�� �� -555 ���

7��� �	���� �
� ���
��� �� 
� 
�.
�� 
�	
 #:; �*'� ����� 
 ��
�� �
�������� 
���	��

�� ��� ��
�� �
�������� 
���	� ��� 	���� �
�

���� 	��
��� ��� ��
�� ��	
 ��
� 	�



� � �

�� ���������	 	�
�� 
�	�� �������
 ��� �	
� �� ������� �� 
������� ��� ������
��� ���� �

����
�� 	�
�� ���� ������� �� �� �������� ��� �������� �������� ��������	 ����� ���� ��!

 ������
 ���
 ������� ���� �		 
���	�"#������  ������
� $���� ��� #������ ������ �� ���

 ����% �
 �����������	 �� ��� ����	�� �������� �� 
�
����
! � ��� � ���

 ���	� ��

���� �� ������
��� ��� �������� ���#����� �� ��� ������� ������
���! ��� ���	� ������

��	��#������  ������
� &��
 ������ ��� ��� �� �� ��� ��
�! ��� ��
����!  ����% 	������


�� �� �� ����� '(( 
���	� #�����)��  ������
 ���� ��
�� �� �*(� ��� �� ��� ���� ���� ���

������ �� �  ����% �
 �����	� �����������	 �� ��
 
#����� #������ �������

+� ,��
� �*'!*-�! � ����	�����	 ������ �� ������ ��	��#������  ������
 ��
 �����
���

+� ���
 ������! ��� ./0 �
 ���
��� �� � �������� ���� ��� �� ��
 
���� ���� � ��	��"

#������  ����% ��� �� ������� �� �� ��
��� ��� ���
 �������� 
�	� �� ��� +�1�"2��������

���� �'3!'��� +� �������� �� ��� �������� ����! � ������ ������	 ��������	 ��
 ����������

��� ����
�� ���� ��� ������ �� ��� ������
��� �� � ��� ��� 
��� 4��
 ����� ��� ��5� �	���

���� ��� �������� 
�	�  ���
��
� &�� 	�
�� 
�	� ��
 �� ��� ���� �� ��� ��	��#������

 ����% ������� ��� �����! 
�����	� 
���5���! � ���
�
���� ������� ���	����
 �� ��� ���


�� 
�������������� ����
 ��
 ������� ������ ���� �  ����%� &��
 ������ ��
 ��� ����

 ���
�� �%���������		� 
���� ��� ��#�������� �� ��� ������ 	�
�� ���� ���
�
 ���������	

��Æ��	���
� 6� �����	�

! �� �
 
���� �� 2����
 + ��� ++ ���� �����	� ��	� �� ��� ���"

���	�
 �
���� ���� ��� ���� �� ��� ��
���� �� ��� 	�
�� ��� ���� ���� ��� ���
 
�	� �


�� ��
�� ���� ��� ����� 
����� 7
��� ��� 
������� �� 2����
 + ��� ++! ��� 
�
�  ������


���� #������ ������
 ��� ��� ���� ���� �%���������		� ��
�� �� �� ��	��� ./0
 �*8��

&�� �%���������		� ���	�)�� ����	�"#������  ������
 ���� ��
�� �� �� �� � � 	�������

�� �� 	��
� ����� -( �
� $���� ��� ����	� #�����)��  ����% 
���� �� ��� ���������		�

������� ./0 �
 5���� �� �� ��������		� ��
���	� �*3�! ����! 
��		 ������������
 ���

���� �%��������		� �� ����! ���  ����% ��
 �%������ �� 
�	�� ���� ��� 
���	� #�����)��

 ������
� +� 2���� +++! ���
 
�	������ �
 �� �
������� �� �����"
����� ������
���
 �
�� ��

��� �����	 �%��������
 ��� �� ��
 ��
�� �� ���� ��� ���  ����% 	���
 ���������� �
 ����


�	��� &��
 ������������ �
 � ����	� �����"�����
����	 ���������� ����� ������
 �� ��

 ���
�� �� ��� �%��������
� ���� ��! ��� �����	 
�	������ ��
 ������	� ���� ��
�� �� ��

�����"
����� ./0
 �*�� �� ������� ���� ��� ��
�	�
 �� 2���� +++�

+� 2���� +�! 
��� ���������		� �
�������� 
��������� 
����
 �� �����5�"
����� ./0


��� �� �
�������� &�� �%�
����� ��� ��������	 
����	��� �� ��� �� ���
� 
����
! ����	�

�  ����% ����	� ��� #�������	�! ��
 
�
� �������� �� ,��
� �*�! **�� 6� �����	�

! ���

��������� 
����	��� �� ���
� 
����
 �������� ����
������ +� ��� 
�����
! ��� 
����
 ��� ��

�� �� ���� ����������		� ��� ��������		� ��
���	�� 9���� ��! � �� �	 
����!  ����%

�����	�! �� �	 ��� ���  ����% �� ��� ������ �� ��� ./0 ��� ��� �1"�%�
 ���� ������
 ��

��� 
��� ��
����� ���� ��� ������ ��
 ����������� :		 ��� �����  ������
 �� ��� �����	�

��� ��		������ +� ��� ��
����� ������� ���  ����% ��� ��� ���� ������
 �
 
��		 ;	����<!

��� ���� ������
 �����

 �� ��� �	��5��
� ;��������	��5��
�< ���������� �����! ����� ��
�

�%�
� � ������� ��
����� � �� ����� ��� 
���� �
 
���������� 9���� ��! ��� 
���������  ����%

�	�
���
 ������ ��� ��� �� �� 	���	 ������ �� ��� ���� ������! ��� ������ 
���	� �����
�



� � �

������ �	� 
��� 
��
����� �����
������� �� ��
���
������� �������� �	��� ����������

��� �� ������ �����
����� ���������� �����
�� ����� 
	�����

������� ���	�������

�	� ��������� �� �	�� �������� �� �	� ���������� ��  ��� !� �� ������� �	� "����

��

������� 
����#��� �	���� ��� ������ ����������� $%&�� '� ��������� �	� ������

����� 
���
���� ��� ������ �	� ���������� �� �	� () ��� �	� $������*�� ���������� '�

���� 
������ �	��� ��������� ��� � �
����������� ����� 
���
���� ��� ������� �	� ��
�����

���� 
��	�� �� ������ 
����
�� ������"�� ��������� +���	��
���� �	� �
������� �� ���*��

������"�� �������� ��� �	� ���

����� ���������� ������ ��� �������������

 ������ , �� ������� �� �	� 
����������� �� �	� ������ ����� �	���� ��� $����%�������

��������� ��
����� $� ����� �����
���� 
�����*����� �	���� �� ������ �	� () ���

$������*�� ��������� 
��� ���������� �	�� ��  ��� !� �	�� ��� �	� �������� 
���� ���

�	� ������ ����� �	����� ����� �	� "����	 ����� �

����
������ �	� #��� ����� �	����

����� ��� �� *� ����������� �	� �+$��	���� ��� �	��	� 
�������� *� �	� ��

���� ������

����� �	����� �	� )�
�� �

����
����� ��� *� �

����� +������� �	� �������� ��� �����

�� ���
������ ����������� �� ������� ���	�� �	� ������ ����� �	�����



� � �

� ��������	��
���� 
�
������� ������

�� ���� �	
����� 
	 �	���	 ��	 �� 	������� �� ����	 ��	 ������
� �� ��	 ���� ��� ��	

���������� 	�������� �� ��� ��	 	 
������� �!	
��� �� ���������� ����	�" #�	 �	��������

�� �

��!����	� ����� ��	 �	�� �!	����� ��� �������� ���� �� �� ����� �	�
���	� �� ��	


���	����	 ���	� !����	�	� �� $	�� �	�!	�����	" % ���	 �������� �	�������� �� ��	

	�������� �� ���	� �� &	
" '" #�	 �� ��� ���������� 	�������� ��	 ��	� �� &	
�" ("(

��� (") �� ����� ��	 !��!	���	� �� ���������� ����	 
����	�� ��� ������ ������$	� ���*

��
	�� �	�!	
���	��" �� &	
" ("'� 
	 !�	�	�� ��	 �� 	������� ��� � �!���� 
���	����	 
���

��	 ��!	���	 �!�� � + ( ��� ���
 ��
 �� 
�� �	 ��	� �� 
�	��	 � �������� ������$	�

����	 ����	"

��� ������ �	
��

���


�� ���� ����	
����� 
	 
�����	� � ��� ���!!	� �� � ����	��
 !��	����� ��� 
��
� ��	

����	��
 �	�� ��	� ��� ������ �� ��	 �	���� �� ��	 ���" ,	�
	� ���� ��	 -.&& ��

���!!	� ��� �!�� /�!� �� ��	 ���	� �!�� ����	� ��� �	 ��0	� �� �	 �	�������	" #�	 -.&&


�� �	 �	�
���	� �� � �����	 
��!�	 *����	� ���	� !����	�	� 12�3� 
��
� �� ��	 �������

	 !	
������ ����	 �� ��	 �	�� �!	�����

452�3 +
��
���

��2�3��� 2("63


�	�	 ��	 �����	*!����
�	 
��	 ���
����� ���2�3� ���� �� ��*
��!�	�	 ����������� �����

��� ��	 ������ �� �	���	� ��	 ����� ������
 ������������ �!	������ �� ��	 ��� �����	*

!����
�	 ����	" 7�	 �� ��	 �!�����	����� ���0	� ����	 ����	��� 8�9��:;� ��	 	 !	
������

����	 �� ��	 �	�� �!	����� �� ���$	�� �� ��	 !�	�	�
	 �� ��	 
���	����	" #�	 �������	

����	 �� ��	 ���	� !����	�	� ��	��� ��	 �	����� �� ��	 
���	��	� !����
�	� �� + �12�3��

���� �	�
	� ��	 ���	� !����	�	� ��� �	 !�	�	��	� ��

12�3 +
�
��2�3�

������ 2("(3


�	�	 
	 ���	 �������
	� ��	 !���	 ���
���� 	2�3" #�	 �	��
��� �� ��	 ��!	�/��� /�


�� �	��	� ��

� +
��	2�3



� 2("'3

#�	�	 	�������� ���� ���� �� ����	 �	�!	�����	�� ��� �� ���� 
��	 ��	 ����� ����	� ��

!����
�	� � ���� ��
���	� 
������������ ���� ��	 ��	���� ���"

�� �	��� �� ��	 �	�� �!	����� �� ��" 2("63� ��	 ,���������� �� ��	 ����*!����
�	

����	� �� ���	� ��

4
 +

�
45�2�34�2�3 452�3��<

6

(

� �
45�2�3 45�2��3� 2�� �

�3 452��3 452�3������ 2(")3



� � �

����� ��� �	��
��� ����
 �� ��� �������	
������ �
�������
� �� ��� ������������ 	������


�� � �� � �
�
 �� ��� �����
����� �������� �����
����� 	������
�� �� ������ � !�" ���

�����
����� 	������
� �
� �� 
		��#��
��� �� 
� �$����%� ����
�&������� 	������
� '()"(*+

� ��� �
�
 , �Æ��� �

�
� �-�*


����� ��� �����
����� �������� � �
� �� �#	������ ����� ��� �������� ���
%� ��
�������

������ � 
�� ��� 
����� �
�� � 
�

� ,
)����

�
	 �-�.


/��� 
		��#��
���� ���� ��� ���� 
� ���� ��������" ����� ��
�� �� ��%�������� �& ����
��

0�
������� �����" ����%��" �
� �� ������
��1�� 	��	����� /�� �������	
������ �
������

��
� �
� �� ������� 
�

����
 , �
�
���

-�
2 �������
� �-�3


����� ��� ��
		��� 	������
� �������
 �������� �& 
 �
������ 4��� 
��" 	�������" 
� 
��

������
� �	���
� 4���� ����%��" ��� �	���
� 4��� ������ �� �������4���� �� �� ������ ��


		���� 
&��� ��� �������
�� �
� ���
#�� ���� 
 	��� 56�� &�� ��� ��
�
� �������
��


		��#��
���� �� �� %
����

5� ��� ��� ���������� 	������ ����� ���� ��%���	���� �� ����
���� �� ��� �	��
�����

�� ��� ���������� 	������" ��� ���	��
� ��%���	���� �& �	��
���� �� ���
���� &��� ���

���������� �0�
���� �& ������


���
�7��� �
 , ' �7��� �
� �
+	 �-��


/�� �
�����
� ������
���� ���
����� �& ��� 
������
���� 
�� ��� ���
���� �	��
����

'��� �
�
�+ , Æ��� '��

� � �
�
�+ , 8� 
�� '��� ��+ , 8 �-�9


����� ��� �0�
������ ������
���� ���
����� &�� ��� 4��� �	��
����

' �7��
� �7����
+ , Æ��� �
�
� ' �7��
� �7���
+ , 8� 
�� ' �7���
� �7����
+ , 8	 �-�(8


:���� ��� ������
���� ���
����� �-�(8
 
�� ��� �����
����� 	������
� �&  0� �-�*
" ���

���������� �0�
���� �& ������ &�� ��� 4��� �	��
��� 
������ ��� &���


���
�7��� �
 ,

�
����� �
 2 � �7���� �
 �7��� �


�
�7��� �
	 �-�((


�� ��� 1�������	��
���� �����" �����
� 
�� 0�
���� ;����
����� �& ��� 4��� �	��
���


�� ���������� 
�� ��� 4��� �
� �� 
����
���� ��������� �� ��� �#	���
���� %
���" ����" ���

�0�
���� �& ������ &�� ��� ����� 	
�
����� <��� �
 , ��7��� �
� �� ���
���� &���  0� �-�((


�� ��	�
���� ��� 4��� �	��
��� ���� ��� ����� 	
�
������ /��� ������������ ������ ���

=> �0�
����


���<��� �
 ,

�
�
�
���

-�
2 �������
 2 ��<��� �
��

�
<��� �
� �-�(-




� � �

����� ��� 	
�����

� �����������
� 	������� �� �
	�� ���� ��� ���������� ����� ����� �	

��� �	��
����
 ��
 �
����� !
	 ��� ����
����	�� ������� ��� ��	 �" ��� �� �#$���	� ��

�
�	 
�!�

�� �	 �� � �	�
����
 %��
&	�����
 �#$���	�� '��� ��
 ��	
	��  �� �� �	 �����

 ��
������" ����� ��� %��
&	�����
 �#$���	� !	
 ��� �$
� #$���$ ����� �� �
���� 
����
�

(	����
" 	��  $�� 
���

 ���� ��� �� �#$���	� �� �	� �� �#$���	� !	
 � �$
� #$���$ 

����� 	! ��� ����� " �$� 
����
 �� �)������ �#$���	� !	
 ���  ����
 *�
� ����
����� ���

���
��� ��
���
� ����
��$��	� ��� ��
	���� 	! ��� +,-�

.� ������	� �	 ��� �� �	
�
 ��	
$��	� 	! ��� +,-" ��� �� �#$���	�  �� �� $��� �	

*�� ��
���� �����	��
� ������ 	! ��� !	
 /0�� �1 2 �������/0�1 	! ��� ����� " !	
 �����

��� ��� ���
 �	������
 �� ���	��� �� �� .� ��
���$
�
" ��� �
	$�� ����� 	! ��� ����� 	!

� ��
���
�� �� 	������� �� *����� ��� �����	��
� ����� �	

���	����� �	 ���  ��� $ 	!

��� ���
�� !$����	��


�0/1 2

�
/�0�1

�
�

�
���

3�
4 �����0�1 4

	

3
�/0�1��

�
/0�1
�� 03��51

�����  �� �� 	������� !
	 ,#� 03�61 �� 
��
����� ��� *�
� 	��
��	
 �� ��� 	
��


��
� ���
� %���� ��� ���	
$�� �#$�
�� ��
$� 	! ��� 	
��
 ��
� ���
 ���
�� ��� ��
���
�

�������" ���  ��� �7���	�  $�� �� ���	 �
����� $���
 ��� �	���
����
�
�/0�1��
� 2 � �

'�� �
� ����
� �8������	�� 	! ��� �����	��
� ������ �
�� �� � �	
���� 
	
� �� ��� ��$��

	! +,-� ��6"�9�� '���� �8������	�� �
� ��*��� �� � �

 :$��$���	�� ��	�� ���
���� ���

������  �� �� $��� �	 ���
�7� ��� ������	$
 	! ��� +,-� �8�	��� �	 � �

 �8��
��


��
�$
����	�� �;6�� <�� $� �
��� ��� *�
� 	��
��	
 �� ��
 � 	! ��� 	
��
 ��
� ���
 ���

��� :$��$���	� 	��
��	
 �� =>0�� �1 2 /0�� �1 4 =�0�� �1� +� ���
������ �

 �$� 
����
 ��
 �

	! =�0�� �1 �� ��� (�������
� �#$���	� 	!  	��	� �� 	�����

��
� =�0�� �1 2

�
�
�
���

3�
4 �����0�1 4 3	�/0�1�

�

�
=�0�� �1 4 	/�0�1 =��0�� �1� 03��61

+� ����
���� ��� +	�	
�$�	� �
���!	
 ���	�

=�0�� �1 2
�
�

���0�1�
������������� 4 ���0�1�

�����������
�
��� 03��91

�	 ���� �#$���	�" �� 	����� ��� +	�	
�$�	� �#$���	��

�
�0�1 �0�1

���0�1 ��0�1

��
��0�1

��0�1

�
2 ��

�
��0�1

��0�1

�
� 03��?1

���
� ��0�1 ��� ��0�1 �
� ��� #$�����
���
� � �
��$���" �� ��� #$�����
���
� ���
���� ����


������ �	 ��� ��� ���
 �	������
 �" ��� ���
� ��� 	��
��	
� �0�1 2 =�	���43	�/0�1��

��� �0�1 2 	/�0�1 ���� ���� ���
	�$���� .� ������	�" ��� #$�����
���
� � �
��$���

 $�� �����!� ��� 	
��	�	��
��� 
�
���	���
����0�1��0�1� ���0�1��0�1� 
� 2 Æ�� 03��;1



� �� �

��� ��	 
����
���� �����������
�� �� �	 �����
����

��	 ����
����� ����	� �� ��� ����	� ����	����� �� � ����� �
�
���� � ����� ���
���

�� � �����	 ��
�� �� ��	 	�	��� �����
����� ���	 ��	 ����
����� �����
�� �� ��	 �� 	 ��!

�
�� 
� ������ ��	 
����
���� 	 ���
��� ��� �	 ��	� �� ������	 ��	 	�	��	�
� ����
�
�� ��

��	 ����	" 
� ��� ��	 ���	� ���	 � ���
�
�	 	�	���� ��	 ����	 ���� �	 � ����� �
�
��� �� 	�!

	���� �� ��	 ���	� ����� ��	 ����	� ���
�� �	���
�	!	�	��� 	��
���
��� ��	 ��#��� �����	

��
��� �� ��	 	�	��� �����
����� $� ������ �	 ���	� ���� ��	 
����
���� 	 ���
��� ��	 ���

%	��
�
�� ���� ��	�	���	� ��	 	�
��	��	 �� 
���
���� 	�	��� 	
�	�����	� 
� ��� 	�����	��

&�� 	�����	� ��	 ������  ����
'	� ����	� ����	� ()�* +
�
��)�� �*�

���� 	���	��	� ��
��

��	 ���
���
��� �����
���	� )�� �� �*� 
� ,��#� �� �����
� 
���
����!��	 �	��� ���	� -./0

#�
�� 
���� ��	 �����
��� 
�����
�
�� �� ��	 ����	� ����� 
�1�
�	�
��� �	�������
��� ���

�	�� �� 	����	��
���� ���#
�� 2������
���� $� ��	 ���	 �� � ������  ����
'	� ����	��

��	�	 2������
��� �	�� �� ���
� ��	 ����	� 
��� �#� �
���	! ������ ����
�	��

��� ������ 	�
��	

$� ��
� ����	��
��� #	 ����� �� ����
����� ����	� �� �����,	!����	� 
34� ���� �����
�

�	�	��� ����
�	��� ��	 	��	���� ���	��
�� ��	� �� ���� ��	 ����	����	 ��� �	 �������	��

������
���	� #
�� � ������
� ���	��
��

�����)�* +
�	�

�

5

� 6

�	�
�

5
�� 6

�	�
�

5
��� )5��7*

#�	�	 	� 
� ��	 ���
������ ��	 �	��� 
� ��	 �
�	��
�� �� ��	 �	��	��� �� ��	 �����,	!

����	� ����	� 
� ����	� ���� ���� 	� � 	� � 	� ���� �	��	� ��	 � �	�	��	��	 ��

��	 ���	� �����	�	� ��� �	 ��,	� �� �	 
��	�	��	�� �� ��	 ���	� �����
���	� -./0� ��

�	 ���	 ��	�
�	� #	 ������
���	 ()�* + ()�� �*
)�* 	���	��	� ��
�� ��	 ���
���
���

�����
���	� )�� �� �*� 
� ����
���
�� ��	 �� 	 ���
�� #
�� ������
'	� 
�)�* ���� ��	

�	��!���� �
�	 ��� 
��	����
�� ��	� �� 
� �	���	� 	8	��
�	�� �#�!�
�	��
����

����()�� �� �* +

�
�
�
���

5�
6 �����)�* 6 ����()�� �� �*�

� 6 ��

�
()�� �� �*� )5��9*

#�	�	 ��� + �
�
�
)�*�����

�
�
)�*���� ��� �� 
� ��	 �
���	!����
��	 	�	��� 
� ��	 � �
!

�	��
��� :�������� ��	 ���	 	 ���
�� 
� ����
�	�� ����� ���� �
8	�	�� ����
�� �� ��	


��	����
�� �����	�	�� �� �����
�� � �����	�	��� ����	����	 ����� �� ����� 	� + ��

��	 	��
	�� 	�����	 �� � ����	� �
�	 
� � 
34 
� ��	 ��	 �����	� �� ��	 �	��	� ��

� �����
������ ����	��
� ����	����	 ��� #�
�� 	� ;+ 	� + 	�� $� ��
� ���	� ��	 ����	

�����
�� �� ��	 ���	� �����	�	� 
� �� ��	 ���� �)�* + ��� %	�	� ��	 #
��
�� ����	�

�� ��	 ����	� 
� �	���	� �� � ��� ��	 �������	 ����	 �� ��	 ���	� �����	�	� 
� ����
�	�

���� ��	 ����	 ���
�� ��	 ��#	�� 	�	��� ��� �	
�� �� ��	 ���� ()�� �* + �()�*���	�� &��

� + �� ��	�	 
� �� ����
�
�� ��� ��	 �����
�� ����� 
� ��	 ������ �
�
��� �� 	�	��� ���

���� � ������ �	 ���
���� �	 
���
� ����� ��� ���� �����



� �� �

��� ����� 	
��
�
 ������� ��� ����� ����� 
� � ������ ��
�� �� ��� ����
� ����� �
��� ���

����� �� ��� ����� ��������� 
� ��� 	��� ������ ����
 ��� ������ ��
� 	���� ��� �����

�
�
����
�� ������ ��� ����
����� ����� ��������� ���� ���
�� ������ !�� �����
�� ����

��� ��� ����� "#�� �$ % �"#�$����� ��� �� ���������� ���� &'� #��($ ��

� %
��

��
�� #���)$

	���� � 
� ��� ��
� ������ 
� ��� �*
������ �
����
��� !�� �����
�� �� ��� ������ �
���
��

����
 ��� ������ �
�� ��� ��	���� ��� +
���
� ����
� ���� ��� �
���
� �
��� ��� ����
���

����
�� ���
����� &'���
�� #���)$ ���	� ���� ��� ����
���� ,�	 ���
���
�
 ��� ������ �
�� 

	�
�� 
� �����
��� �� � �����
��� ������� !�� �����
� ��
���� �������� ��� ����
���

������� �� ��� ������ ����� 
� '����
�� 
� �"����"��	 % �� ����
 ��� 
 �
����
���

-� 
������ ��� ���
�
�� �� � ������ �
�� 
� ������ �� ��� �����
�� �� ��� ����� �
�
�.

���
��� -� �����
�� ��� ����
��� ��� �������� �������� �� ����� 
� ��� ����
���.����
��

������ ��� 
� �����
��� �
�����
��� �� ��� /0 �'���
�� �� ������ ��� ����� �� ���

����� ��������� ��� ���� �� ����
��� �
������� -� 1

� ���#�$ ��� ����
��� ����
�� ���

��� ����� �� � ����
����� ������ �
���� ����� 
� 
����������� !�� ���
�� �� ��� ������ ����


� ������
������ 

��� �� � ��������� ������ ��� ����
�
 ���
��

� % #��
��$����� #����$

	���� ��� ����
�� �� ��� ��������� ����
���� 
� ��
����� �� ��� �����
� ���+
�����

����
�� �� ��� ���� ���
�
�� �� ��� ������ �
�� ��� 
� ��� ������� �� ��� ������� �
���

��� ���������� ����
�� 
� ��� 
����� ����� 
� ������� �� ��� ��
�� �� ��� ���������� ����


� ��� �
���� ��� ������� �	�� ��� ������ 
� ������� ���� ��� ������ �� ��� ���������� 

��� ���
�� ��� ������ ���� 
�� !�
� ���������� 
� ���	� 
� 1

� ���#�$ 
� 	�
�� �

����
����� ������ ��
���� 
� ����������

2 ���������� ����� �����
�
�
 ���� � �
�
�� ������ 
� ����
����� ���� 
� ��� ������


� ������� �� ��� ������ �� ��� ���������� �
��� �3.��
� ����
��� ���� �� ������� 
� ���

�
����
�� �� ��� �����,�
� ,�	 ���� ����+	
�� ��� �� ���
������ ��� �����������+	
��

��� � ������ ��� &'� #���)$� !�
� �������
�� 
� ��� �� ��� �������� ����� ���
�
 �� ���

������ 	�
�� ��
��� ���� ��� ���� ���� ��� ����
� �� ��� ������ ��������� �� ��� ���
��

�
������ �� ��� ������ ���� ��� ������ �� ��� ���� 
��������� 4����������� ��� ����
� ��

��� ������ ���� �� ��������� ���
�
 �������� ������
�� ��� ��� ������ ��������� ����


� ��������.����
� ������ !�� ����� ������
�
 ��� �������� ����� 
� ��� ��.������ 5�
���

����� ��(��6� 	�
�� ��
��� ���� ��� �������
���� ���
�� ��� �
������
�� �� ��� ������ �
���

!� � 
��� ������
���
�� ��� 5�
��� ����� ��� �� 	�
���� �� ��7 �8�

���� % �
�#�� ����	$� #����$

	���� ��� ����
�
�� ������ � % ������� ��� ��� �����
�� �� ��� ������ ���� 
� �������

�� ����	� -� �������
�� ��� ������ �� �3.��
� ������ ��������� ��� 
������ ��� ����
�


���
��� 
� 
� ��� ���
�� �
����
���



� �� �

d2 d3 d4

(a) (b) (c)

-2 0 2-4 4 -2 0 2-4 4 -2 0 2-4 4

-2 0 2-4 4-2 0 2-4 4-2 0 2-4 4

-2

0

2

-4

4

-2

0

2

-4

4

-2

0

2

-4

4

-2

0

2

-4

4

-2

0

2

-4

4

-2

0

2

-4

4

������ ��	
 �����	
 ��
���� ������ ������� ��� ����� �����

	�
�� ���� ��
��� ������� �
� � �
�	�� ���
�� ���� 	���
�� ��� ���

�������
�� ����  �� ���	��� �

�����	�� ��� �� ���	� 
� !���
!�	����

"�	 �� �
� �
������ � �
�	�� ���
��� ���� �� 	��	 �� #�$� �������  �� ���	���� ��	����

	�� �
�	�� ��� 	�� ��	��
�	�� �� ���
	�� �
 �� ��� 	�� ����$
 ������ �� ������ �� 	��

����$
 !���!�! ��	� 	�� ���	���	�
� 	��	 	�� ���	���� 
� 	�� ����� ���$�����	��� �� ���

 �� �����	�
�� ��� ����
$
�� �
� 	�� �
�	�� 	���
�� ��� �������
��� ��� #�$�� �����������

 �� $�
��� �	�	� 
� 	�� �
�	�! �� 
�	����� �� 	�� ��!�	 �� � % �
� 	�� �
�	�� ���
�� ����

������ 	�� ����$
 $������	 ��	� ������	 	
 	�� ���	���� �� �
��	��� �
� ��Æ����	�
 �!���

��� &� 	�� 
	��� ����� 	�� $�
��� �	�	� �� ���
 
�	����� �� 	�� ��!�	 �� � ��  ����

	���� !��	 ����	 �	 ����	 
�� �
��	 ��
�
����� �� � �
��� !���!�! 
� ����$
 ��	� ������	

	
 ��� '� #�$ ���� �� ���� ��
		�� 	�� ����$��� 
� � �
�	�� ���
��� 	���
�� ��� �������
��

�� ����	�
�� 
� 	�� �
�	�� ������	�
��� ( �
��� !���!�! �� ���� �� ���� 
� 	�� $������

 �� !���!� ������	� 	�� ����	���� 
� �	�	�
���
 �	�	�� ���� 	���� ��	��!�� �
��	��

 
 ��
�� 	��	 	���� �	�	�
���
 �	�	�� �
 ����	� �� ���� 	�� ���� ����	�
�� 
�	�����

��
! 	�� ����$
 !���!�)�	�
� ��
������ �� 	�� ���	��� �
���	�
�� ��� ���� 	�� !�	�
�


� �	�����	 ������	 	
 ��� 	�� �	�	�
���
 �	�	���  �� !�	�
� 
� 	�� �	�����	 ������	 ��



� �� �

1 2 3 4
3.6

3.8

4

4.2

4.4

4.6

4.8

E 
[h

ω
 ]

d [a ]r

r

������ ���	 �����	 
� �
� �
���� ���
�� ����
�� ������ ����
�� ��
���

����� ��� �������
�� ����
��
���� ����� �� ������
�� 
� �
� ���������

��� �� ��� ��� �����������	�

����� 
� �
���� �
 ���� �
� �������� �������� 
� �
� ������
��� � !"# �
 �� ������$���

%���� �
� ������
����  � �
������ ��� ��������� ����� �
�&�����
�� ����� � !"# ' � !"�#� �
�

�������
� 
� �
� ������
���  ��
 ������� �
 "��� �� 
������� �	 ������
��� ��(���������
�

 ��
 ������� �
 "����� )
� �������� �
� �����
��� ���� 
� �
� *+ ������
� �,��,� ��


������� ��

����!"# '- ���
Æ��

��

�!"�"� . Æ"�#� �!"�"�#

Æ"�
' �!"#"� �,�,��

 
��� �!"# �� �
� �����	 ������
��� �� ��� �,���� ��� �!"# �� �
� �
������� /�����
����


� �
� �
� *+ ������
� �,��,�� %���� �
� ������ 
� ��������� �� �
 �� �
������� �� �
�

������$���
� ��
�����  � ������$�� �!"# � �� ������� 
� &��� �
� �����	 ������
���

��� �
� �������� ���
��� ��!"#� ��"���� 0
� 1������� ���������� � ���� �� ��&�����

�� ���
 �  �	 �
�� �
� ��������� �
��� ������ 
� ��������� �� � � 
� �� �
� ������ 
�

�
� ��������� �� ���
 �� �
 �
���� ������ �
� ������$���
� ��
�����  � ��	 2� �� %����

�
� �
�� � !"# ' ����!"# � ��"��� �����
�� �
� �����
���	 ������ ��� �� �
������ �
� ���


�
�� ������� �����
���	 ������ ��	 �� �
��� �	 ������$��� �
� �
�� ����� ������
���

��(���������
�

���� !"# '
�
��!"#� ��� . ,�3� !"���!"#� ��"#

�
"	 �,�,4�

���� �

��
 �
� /�����
���� 
�����
� �!"# �� �
�������� �� �� ������� �� ��� �,�,4� ��

� ������ 
�����
�  
��
 
��	 ������� 
� �
� 
���� ��������� "� �
� 
� �
� ����� ��


������� �
� 0
� �
��������� 
� �
� ���

� �
 ���� �
� �����
���	 �
���� ������� ������

�� �
�
�
��� ��� ���
�� � !"#
����� ���� �
�� �5���  ��� 
������� �
� ��� �
� ������ ��

������
��

0
� ���

� 
� �������� ������� �
� �
� ��
��� ����� 
� �
� *+ ������
� 
�� ����

������� �� 3��� !67#� ��  
��
 ���
 � %
�
��� �������� ����
�����
���� �� ��������� �
 ���


���� ��������� �
���������� ������� �����
���	 ������  ��� ���
 ������� �� �
� �
�����



� �� �

�� ������	
� ��
��� �� ���	�
�� ���������� 
�	 	����� ���	�	�� 
��� ���	�
 �������

���

�
� ��
 ��	� ��	� 
�	 ���
	� �����	 
�� ��
������	 �	�	 ��
�����	� �� �	���  !"�!!#� ��

����� �
 �
� 
���	� 
�

 
�	 ���$���

���� �	�	 ���
���
��� �

��	 �� �	�

�� �
�
�	
	�

�
��	�� %� &
�	� %'� 
�	 	�	��	
�� ���

����
� �� 
�	�	 �


	� �
� ����� �� �
����

��� 
�	

	�	��� ��
��� �� (��� )�) ���� 
�	 *& 	��

��� 
�� �� ������� 
�	 +��������� 	��

����

����� ��	��	� 
�	 	���


��� ��	�
�
 ��� 
�	 ���
	� �����	� 
�����	 
�� ��
������	 ��
�

�	�

��	,	�	��� ���	�� -�	 ��	�
�
 �� 
�� 
�	 
��		 ����
	� ���$���

���� ����	� 
���

��
���
�� 	��	��
��	�� ����	�
��� 
�

 
�	 �


���
�� �


	� 
�	 ���
���
��� ���

��	.

�	�

�� ��$��
	���
� �	�
���

���� �� 
�	 �


���
�� �


	 �	
� 
� $��
	 �	�
���

����

������ 
�	 
	����
� 	����
���� -��� ���	��

��� �
� �	��$	� �� 
����� 
�	 ��
���
��

��	��	��� ���	� 
� 
�	 ���
�
��� �


���
�� ���
	� ����
	��� ����� �	���
	� �� �	����
�


	����
� �	�	����	�
 ��� 	
�� �� 
�	 ���$���

����� -�	 ���
	� �����	 �
� ���	��	�


� ��	�	�� 
��� �	��	� 
� ��	�	��	 �
� ��
�	� /� 
�	 �
�	� �
��� 
�	 ���
��	� �� 
�	

��
������	 ���	� 
��
��� 
�	 �	�
	� �� 
�	 ����	��

	� ��
�
��� 
������

��� 	
��

�
�	�� (��
���� ��	 �� 
�	 
�
����
��	� �� 
�	 ���
	� 
�����	 	��
�	� 
� 
�	 	��	 �� 
�	

����	��

	� ����	 
�	 �	�
����� 
�� ���
��	� ����	� 
 ���
	� �����	� -��� 
�	 ���
	�

�����	 �
� �	 ������	�	� 
� 
�	 ���
 �

��	 ���$���

��� �
���	� �� 
��� 
�	����

��� �����	 
�����
���


-�	 
�
�
� �

��	 �� 
�	 
�0
�� 

�� +12� �� 
 ������ $	��� ����	 
�	 

��� ����	�� ����

�	��		� �� ��		���� ����� 
�	 ����	
� ���� �� ���� 
�� ��3
 �� � 4 5�) ����� 
��	
�	�

��
� 
�	 	�	�
��� ���� � 4 ��) �	���
� �� 
 ���	�$�	 ���� � 4 � �� )� %� 
��� ����	�
����

�	 ������� 
�	 �
�	 �� 
 ���	�$�	 ���� � 4 ) ����	 
�	 ��	���	�
 ���	��	� �� 
��� �
�	


��� ������	 
���	 �� � 4 �� -�	 ���	� �
�
�	
	� �� ���	� ��

67�8 4

��
����

6�7�8���� 7)�)98

��	�	 �	 �
�	 ����	� 
�	 ������ �
��� ����� ���� 
�

 �
 �� 
�	 	��	��
��� �� 
�	 �

������	�
 �� 
�	 ���	�$�	 ���� ��	�

�� �� ��
� 	��	��
��	� ���. ����� 4 ����� %� 
���

�
���� �	 �
� 
��� ���
	 
�	 ���	� �
�
�	
	� 
� 
 �	�
�� 6 4 76��6��6��6���6��8
�


�� 
�	 ���� ��	�

��� 
�

�� 4

�
������

: � : : :

� : � : :

: � : � :

: : � : �

: : : � :

�
������

� �� 4 	

�
������

: �� : : :

� : �� : :

: � : �� :

: : � : ��

: : : � :

�
������

� �� 4

�
������

) : : : :

: � : : :

: : : : :

: : : �� :

: : : : �)

�
������

�

��	�	 � 4
�

5�)�



� �� �

��� ��	

��
����
�

 �����
	� �	� ��� 
�
�	� �	����
���
 

 	� ��� �	�� ���� ���

��
�

��
��  

�
�

�
�

!�
�� " ����#�$ " ��

��
����

����
�

�
��

"
�

���������

��
����	���

��
�
���#��$����

�
#��$�	�	

"
��

����	���

����
�
�� !�!	�%% �� %%�!
!� ����	

"
�

���������

��
����

�

!
����#��$����
 #!&!'$

(���� ��� 	��
��) �	����
�) ����#�$ 

 
���������� 	� ��� 
�
� ��*��� 	� �����	� ���

��� +���	� ��������
�
 ���  �	���� ��� ��
��
,�� ,- ��� .	�� ��*���	� �	 ���

��� �/�����) ��*���
� 0�)� �& ��� ��	1���
	� 	� ��� �(	���	� 
���� �!
!�� �	 ��� �(	�

��	� 
���� (
�� ���

�
�* �	��) 
�
� 

 ���	��� ,- � %%�!
!� �& ��� ����� 
�������
	�

���������


��  
2���

�

2�� " 3�

'


 ��  �
2���

�

�� � �

'


 ��  
2���

�

�
�� � �

�

�
!�� � !�


'

�



��� 	,��
��� �

�* ��� ��(��� 
������
�* )��*��
 ��  2�'3 ��� ��  ��%% �� ���

�
  ��4� �� �	� ��� �
5����� ������)
 	� �
6, ����& ��� )�
� ���� 
� 7�& #!&!'$�

�	���
�
�* ��� �	���
,��
	� ��	� ��� ��*���
� ����� ��- ,� �/���

�� �
 ��� ����
/

�  
�	
!

�
							


!�� ���

� % % %

���
�
� ��

�
�

�
���


� % %

%
�

�

�
���

�
� %
�

�

�
���


� %

% %
�

�

�
���

�
� ��� ���

�

% % % ���
�
� �!��

�







�


 #!&!�$

(���� (� ���� �

���� ���� ��� ��*���
� 0�)� 

 	� ��� �	��

�  

�

 ��#�
 �$ �	
#�$

���#�
 �$ 

�#�$

��#�
 �$

�
� � #!&3%$

��� �
*������	�
 	� � ���
�* �	

�
�� �
*����)��
 ��� �������� �
 89::
� ;��	 �
*����)��

�
 <: ��� ��*��
�� �
*����)��
 �
 :9::
& =� ����
��)��� ��� 89::� ��� 89::� #:9::�
��� :9::�$ �	���
�	�� �	 ��� �
*����)��
 �	 ��� �	�! #��	 ��� ��	�!$� ��
����
��)-&



� �� �

��� ����	
���
� �
� ����� ���	� 
�� �
 ��

�� �

�
������

�
�������

���� �
������� ��	������
����� �
������� ��	������

����� �
������ ��	������

���� ��	������

�
������
� ������

����� � � ��	������������� �� ��� �	��� ������	 ��� ���	����  ��! �	! ��� � �"��� #$

 "�	� ��� �%�	 �	! %���� !������ 
� ����!
�� �
 ��& ��� '( �)����
	 ����*� �
� ���

�%����� %��� 
� ��� 
�!�� %�������� ���� �� 
����	�! ��

����� � � �
�

�	
�
�
�
������� + 
���������� + ��� + ,����

���� + �������� ������

����� ��� ���
���� 
���� 
� ��� -���
� ���)��	�$ �� � ������
��� �
%
�
����� ����
! �
 ������ � �����)��	��� 

���" ��$ �� �	!����

! !������$

��
� .)� ������� -�� �� �
	��!�� � ����% �	 ����� ��� ��!��� %��� 
� ��� ���	����  ��!

�� 
�	����� �	! ��� ����� �� �	 ����	����� 
� 
�& ����& ��� ��� �%�	� 
� ��� ��
�� ���

%
�	��	� �	 ��� !������
	 
� ��� ���	����  ��!� ����� ��� ���	����  ��! �� ���	� ��
����!

�!����������$& ��� ����� �����	� �	 ��� ����� %����	��! �$ .)� ������ �	!&  	���$& ���	

���  ��! %
�	�� �"����$ �
���!� ��� 	�����
� � !������
	& ��� %���� ����
� ����& ��� ���	

�!!�! �
 ��� 
�!�� %��������� /	 ��� ���� 
� ��� �$%�� 	� �%�	 
 � �& ��� �!!�! %����

����
� �� ����& ��� (�%�� /�

��� ��
����	� 
� ��� ���	����  ��! ��	 �� ���
�%�����! �$ �
�!�	� ��� %��%�	!������

 ��! 0��
& ����� �� 	
� �Æ���	�& ��	�� �%�	 1�%� �
 
���� �%�	 ������ ��$ 
���� �	$�����

�	 �%��� ���	 ���  ��! �� 
�	������ 2
��
��& ��� ����
	 
� ��� �%�	 1�%� ��$ �� ��!���!

�
 ��� � �"��& �� �  	��� �� �� �
	��!���!� ��� ���� 
 � � ��� ���!��! �	 3���� 4*�& *�5&

�	 ����� ��� 
%����� %
��	���� ��� ��
��	 �
 ����� � ������$ �
����! ����6!���	�! �����

���� �	 ��� ��	��� 
� ��� ���	���� ���%� ��� ����	��� 
� ��� %
��	���� ��� ���� �	
���

�
� ��� %�������� �
 �� ��%����! ��
� ��� ��	��� �	!& ��	��& ��� ���%
��� �

����
	 
�

��� �$���� ��� !������	�! �$ ��� '( �)����
	 �
� ��� ���� 
����	�!& �
 � �

!

�%%�
"�����
	& ���	� .)� ������ ���� ��� ��%������	� � � ����� 7�������$& ��� 
�!��

%�������� 
����	�! �
	���	�! � 

���" ���
�!�	� �
 
�� !� 	���
	& ��� �������$ �%��8�	�

����� ��� 
	�$ � %�������	� �����	� ������ ���	 � 

���"& ��	�� ����� ���� 	
 %��������

	��� ��� %���� ��	�������$� /	 (�%�� //& ��� ��� 
� �	 
%����� %��� �
� ��� �$%�� 	� �%�	


 � � ��� ���!��!� ��� ���%
��� �

����
	 
� ��� �
��� %������� !�	���$ �� ��
�	 �	

���� ��� ����� ����������� �
� ��� %
����
	 
� ��� %��8 %������� !�	���$ �� ������! �
���!�

��� 
����	 ���	 ��� ���	���� %
��	���� ���
��� ����%�� ���� !�������	� ���	���!� 
�

��� ��  ��!�

/	 (�%�� //& ���

�� 
� ��� 
%����� %��� ����� ��� 

���" ������
	 �� !��
	������!�

9���� ��� ���

��& �
�� 
�������
�$ �
!�� ��� ���	 �	 ��� �
	!�	���� !�	���$� �����


��������
	� ����� ��
� 	
	6�!������� ���	��� �	 ��� 
%����� %
��	���� �	! �
��! �� !�6

������! �$ ��!���	� ��� �%��! 
� ���  ��! ���

��� /	 ��� %�$����� �����0���
	�& ���  	���



� �� �

8 9 10 11 12 13 14
0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

t=T/2

t=0t=T

t=T/4t=3T/4

t=T/2

r [ m]

|
|

[
m

  ]-3
2

������ ��	
 ������ �	�
	�� 
������� ������
�	 �� ��� ����� ����
���

��	�
�� �� ��� �
�� ���� �� 
� ��
	� �������� ���
	� ��� �������
���

������ ������
�	� 
�� ������
	� �
�� 
� ��	���� �� � �

�
���
�� �� ��� ��	��	���� �����
��� ��� ������� �
�� ���� ���� �� ����� ����� ���
����
�	�

������ ����
	� �	 ����� � ��� �������
��� �����
�	 �� ����
��� 
	 !"#� $
�� ������	�

��
	 � % � $�� ����
�� $
����� ��� ��� �� ��� ���
��� �����

&���� ��� ����
���
�	 �� ������ � �	� �� ��� �����
��	��� ����
'��
�	 �� ��� �������(


��� ������(������
�	 ���	��
� ������ �� �� ����
�
	� �
	�� ��� ������ $�� ���������

��� ��� ������� ����
'�� !"#� 
	 � ��)�(��
������ ���� 
	 $�
�� ��� ������
	� �� ���

���	��
� ���� ��� �� ����
'�� �� ������
	� ��� ������
��� �����	� 
	 ��� ��
�� �����
	� ���

���� ��� *�$���� ��� 
	����
�	 �� ��� ���
��� ���� $���� ���� ����	��� ���
�
�	�� ��(

������ �	� ���	���	��� �	 ������ ���� ��� ���� ��
	 ������� �� ������� $��� ��+�	 
	��

�����	� �	� 
� $�� ���$	 ���� ��� ������ ��	 �������� �� ������� ���	 
	 ��� ����	�� ��

��� ���
��� ����	�
��� �	 ��
� ����� ��� ������
	� �
�� � $�� ��,����� ���� ���� �������

�	�� �	� ���� �� ��� ����
���� ������� ���� ��� ���� ��� �� ��
	 -
�� �� ��� ./ �	� ���

/0//�� 0�� ��� ������	� ��
	 � % � ��� ������ �������� 
	 � ������ 1��	�
'�� ������

����� ��� ����� �� 2	 ��� ����� ��	� ���� �� ��� �$� 30//� �� ��� � % 4 ��	��	����

��� ������� �	� ��� �������
��� ������ ������
�	 �������� � �
����� �� �����( �	� ����(

���� 1��	�
'�� ����
���� �	 0
�� 4�5 �1���� ����� �� ��� ����
��� ��	�
�
�� ��� ��� 30//�

�	� ��� 30//� ��� ���$	 ����� ��� ����
���� 
	 ��� ./ �	� ��� /0//� ���� �������

���� ��� ����� /
	�� ���� �� ��� ������� ��
	�� ������ ��	��
	 � 	��
������ �����
�	 ��

��� ����
���� ��� ����� ��		�� �� ��	�
����� � ������ ��	��	���� $
�� � �
��	 ����
�
���

��� �������	
 �� 
 ������ ��
	����� ������

/��	 ����� ��� �������
��� $��+ �	 �������
��� ������ ������
�	 $
����� ��� ���
��� ����

$�� ����
���� 6��	����� �� ��� �������� �	 �����
��	��� ����
'��
�	� �� �$�( �	� ��������



� �� �

0 10 20 30
0

0.5

1

r

|f
w

2
(r

)|

0 10 20 30
0

0.5

1

r

|f
w

1
(r

)|

[a
rb

. u
ni

ts
]

[arb. units][arb. units]

[a
rb

. u
ni

ts
]

������ ��	
 �����	
��
 �� 	�� ������	��� �� 	�� ����� ������	��

	� 	�� ��� ����� ��� ��� ����� ��	�� 	�� 
�	������ ��������	


���� �
����� ���� 	�� 	���� �
� 	� 	���������� ���
� ������	��� 	��

����� ������� ��
 	�� ���
� !������ �� �"�� ���
	 	�� �#�$�
�

%
��	�&�� ���	���
 

��� 	��
 	�����%
� '()*� +��, �����,�� 	�� �,���-�� 
��� 
	�	�


� . � ��� � . / �� ��0� �	��
 ��� ���

��� 	�� ���
��� �����	
� ��� ���	���� 	�

�� �����$���	��, /� ��� � . � ��� 1� ��� � . /� +�� �
�	���, ������� ���	���
 !���

���� �� 	�� 	��� ��� 
� 	� /2 �
 ��� 	�� 
	�	�
 !��� ��	 ��
����� 	� ����,�

+�� �$�������	
 '()* ���
�� 	!� �����	��	 %
�
	���
3 !�, !�
 	�� ���
��� �����#

	
� ��� ���	���� ���

��� 	� �� ��1�1�2�1�� !�����
 	�� 	����, ������	
 � ���
� ����!

1� ��� !�, ��� 	�� �
�	���, ������� ���	���
 ��	 ��
����� 	� 
���	 ��	� 
����, %
��	�&��

���
 ��	��
�� 	��, 
��
�� �� �,��������, 
�
	����4 ����� 	�� -�
	 %
�
	��� ������



���
!���� 	�� ��		�� �
&&�� �
 ����
	���	�� �� 	��
 

�
��	��� �����!��� 5���� 66�

6� ���� /�/ �	 !�
 
	�	�� 	��	 	�� �����, �� 	�� ���	�$ ������ �

	 �� � ������
���

�
��	��� �� 	�� ���	�$ 
�����	��� �� ��� 
���� ���
�� �� ���� 	�� ����� ���
��� ���� 	��

��	����	���
 ��	!��� 	�� ���	���
 ����	
 	�!���
 	�� ���	�� �� 	�� 
,
	�� �� 	�� ����	

�� � 2� ��� 	!� ���	���
 � ��� � ��� ����	 �� � ���������

 789 	�� 	���
�����	���

�� � ��� �����
�
 	�� 
��� �� 	�� ��	����	��� ����� ��	!��� 	�� ���	���
� :�� 	�



�$���	
 	�� �		���	��� �� 	�� ���	�$ ������ 	� ������ ��	� � ���
�
��� �� � ���	�$ �����

���	��� ������	��� �� 	�� ������	���� ��
	�����	, �� � ��
��, %
��	�&�� ���	�$ �
 ��	�����

�, ����
��	��� 	�� ������� ;���	�� �����, �	 � �� 	�� 
	�	� �����
��	��� � 
	�����	 ���	�$

���� <��� .
�

���� ��
���� �� 	�� ���	�� �� ������
�	�� :�� ��	���


�
<�

�
��

���

/�

�
< �� .

�
�

/�

� ��

�

�
��

� =
�

�
�� = ��

�

��

� =


��
�

��

�
��� �/�))�

+�� ��
	 	��� �� 	��
 �%
�	��� �
 %
����	�� �� 	�� %
��	
� �
���� � !���� 

���
	
 	��	

���	���
 !�	� �
�	���� ������ ��� ������	�����, ��

 ����
����� 	��� 	�� 
����, %
��	�&��

���
� ��	
���, 	��
 �
 	�� ���
�� !�, � ���	�$ ��		��� '(2* ��	��� 	��� � �
�	�%
��	
�

���	�$ �
 ��
����� �� ������, ��	�	��� �����������, 	������ ������
�	�
� +�� �����



� �� �

�����	
�� ��
 �	 ����	���
� ��
�	 ��	
 �� 
�� ����	��
 ���	 �
�� �����
� ��	 ��������

���
� �
 	
	��
 ��	 �� �	
���
 ���������
� �� ��	 ��
�	
���	 �
� ��	 ������
� ���	
�����

���	�	�� ��	 �������
 �� ��	 ���������� 	 �����
� ����� ���� ��	 �����
  ��
��!	� ����

�	" �� 
�� �
�
 	
	��	������
 �
�����	� ��� �� ��
 ���� �	 �

�������
 �
�����	� #�	

�����
��
 ���� �� ��	 �����	"���	 �	
�
 ���	 �	���
����	 ��� ���� �

������ �
��������


�� ����
 �
 $��� %�& �� � ��
����
 �� ��	 �
�	������
 ���	
��� ���'�( ) �
�
*'�(���� ���

� ��
�	
���	 �	�
� �����	
	��� �
 ��	 � ���	����
� #�	�	 �	������ �����
���
 ������	�	�

�
 +	�� ,-./� 
�	�� ��	 �
����� �	��
 ���	 �� ��	 ����	�

0 10 20 30 40 50 60

0.05

0.1

0.15

0.2

anz

Im
(ω

  )
 [ω

  ]
α

r

������ ��	
 0����
��
 ���� �� ��	 �����	"���	 �	
�
 ���	 �	���
�

����	 ��� ��	 �

������ �
��������
 �� � �����
  ��
��!	� ����	" ����	

�� ����
 �� � ��
����
 �� ��	 �
�	������
 ���	
��� ��� ) �
�
*'�(����

��� � ��
�	
���	 �	�
� �����	
	��� ���
� ��	 � ���	����
�

0
 1��	� 000� ��	 ���� �

����� �� ��	 �	��
 �� �����
  ��
��!	� ������	� �� �����	� �


��	 �����	
	��� �
� �
�����	
	��� ���	�� 2	� �� ��
���	� � ����������	� ��
�	
���	�

��� ����� ��	 ��
	�� �	
���
 ���'�( �� ���	�	
�	
�� #�	 ��
	�� �	
���
 ��
���	� �� ��	

���� �� ��	 ����� ����� ����	���
� �� ��	 ���� �
��������
 �	���
 �� ��	 �����	
	���

���	 �
 $��� %�&� 1�����	� ���� ���'3( � �� � ��	�	 ��	 
� ���	� �
��������
 �	���
�

�
� ��	 �������
� �� ��	 ����	" �� 	"�	��	� �� �	��
 ���� ��	 	
�� �� ��	 ��
�	
���	�

#��� �
����
 ���� ��	 �����	
	��� ��������
 ��� �		
 �	���	� �
 �����
� ��	 �	������

	�������
 �� ��	 �
��	� ���
� ��	 ����
 ���		����	
���
�� 41 	 �����
 �
� �
 �����
�

��	 ���������� 	 �����
�� ��� ����� ��	 ��������	 �� ��	 ���	 ����	���
��
� �� ��	

�����	" 	��	
����	 ��� ������!	� ���
�
 
	�� ��	 	
�� �� ��	 �56� $����	 %�7 ������
�

��	�	 �	����� ��� ��	 ���	 �� ��� �������
� �����
�8 ���'3( � �9� #�	 ��
	�� �	
���
 ���'�(

�� ����
 �
 $��� %�7'�(� �
 ����� ��	 �	���
� ���� � ����� ��
	 �	��	�	
� ����	� �� ��� ���

����� ��	 �����	
	��� �
��	� �� �

�������
 �
�����	� #�	 ���	� ���� ��	 ����	��

�����
��
 ��	 �	
��	�� ����
 �
 $��� %�7'�(� ��	 ������!	� ���
�
 �
 ��	�	 �	���
�� �����

��	 �������
� �� ��	 �����
  ��
��!	� ����	" �� 	"�	��	� �� ����� ���� ��	 	
�� �
� ����

�� ��	 �	
�	� �� ��	 ��
�	
���	� $����	 %�7'�( :�����	� ���� ��	������
 �
 �����
� ��	

���������	� �� ��	 �������	 �	
���
 �� � ) �;�� �� �
� .��. �� ���	� � ����	
 ���
�	 �




� �� �

��� ���	 �
������� ����� 
 �� ����� ��� �
������� �������
 ��� 
	������� �������
�

�� ��� ������
 �� ��� ���	������������� ����
� ��� 
	������� �
 ��
��� �� ��� ���
 �� ���

������
���� ���
�
���� ���� ��� ���� ���� ��� ����
 ������������ �� ���
 ������ 	�

�



������ ��������� 	���
 �� ��� ��������� ���� ��� ����� ����
�

0

3

6

9

12

0 50 100 150

an
z

z [µm]

15

0

0.02

0.04

0.06

-4 -3 -2

(c)

(d)

(a)

(b)

Im
(ω

  )
 [ω

  ]
α

r

Re(ω  ) [ω  ]α r

������ ��	
 ������ ������ �� !����� ���
��� ��� �
 � �������� �� ���

� ����������� ��� ������
 ���"�� ���� � ����" ���� ��	��
��� #����
 ��

��� ��� ����� ��� ����������
 
�
��� �
 ����������� ��
��$��� �$ 

%�������� 	��� �� ��� ���������� 
	������� ��� ���� ���"�� ����

��� 
����� �
 ������������ �� ��� ������ �� ��� ������
��� ��� ���

����
 ���"�� ���� ������
 �� ��� ���
� �� %
�
������
 �� ��� 	�������

���
��� �� ��� ������
��� ��� ��� ������������ 	������� ���
����
 ��

� & �'�� �
 ��� � & (��( �
 ����� ��� 
����� ������ �� ��� ���	

�
������� ����� 
 �� �����

)
 
���� �� *��� ��+�� � ��� ��� #������
 ���������� �
 ���� 
	���� ���
 	���������

�
 ��� �� ��� ���� ���� ��� 	����

��� ��������� �� � 
������� #����� 	��� ���
��� ���� ���

��	��
�#� ����������� $������ ��� #������
 ��	���
 �� ����� ��
������ ,���� ��� ��
�����

�
 -��� �� ��� ������
 ����� ��� 
	������� ��
 ��� ��� $���� ��� .���� �� ��� ����� ������
�

�� �
 ����

��� ��� ��� #������
 �� ����������� ��� ������������ �
 �$
��#�� �� $� �����


����� ��� ��������� �� �
 ��Æ���� �� ������ ��� 
	������� ���� ���� ��� ������������

	������� ���
����
 
���� �� *��
� ��+�� ��� ��+�� � /��������� ��� ������
 ����� ���


	������� ��
 ��� ��� $���� ��
� �0��� ��� �#����� 	������� ���
��� �� � 
������ ����

%� 1��� 2345� ��� 
	������� �� � ���$�� ������-�� #����� ��
 ��	����������� 
������ ��
��/� ������
���
 ��� ��� ��	��.�� 
	�� 
���� � & �� ��� #����� ��
 ������� �
��� ���

��	�������� #����� ��������� ��� ��� 
�
��� ��
 ��� �� �#��#� ��� ��� ���� 	�� ����� �����



� �� �

��� ���	��
����
 �������� 
�	���� ��� �������
� ��� �������� 
�	������ �	
�����
 �������

��� ������ ��
 ����� �� 	��� ���� ������� ��� ������
 ��� ���� ������� ���
 ����� �� �	


�������� 	������ �	
 ��� ������ ��� ���� ��� �������� ���� �� ��� ����� ��� �������	


�� �������
 ������ � ��	���	������ �	������	
 ��	����	 �� ��� �������� 	������ ����

��������� �� ��	�����	� ���� ��� ����������� ���
��� �� ����� ����� ��	�� �� ��� �������

��	��� 
�	���� ����� ���� �����  �� ��� ��� �������	 �� ��� ��������� �	 ��� ��
��	� ����� ���

�������	
 �����	��� �� ���� ���� ���� �	�������� ���� ���	���	�	 �� ���	 �� �	 �!������

�	������ �� ��� ������ ��������� ���	 �� �� 
������	�
 �	 ��� ����� �� ��� ���	��
����


�������� 
�	����� ��� ������	�� �� ��� ����	
 ���" �	 #�
� ��$ �� �������
 �� ��� 
�������

�	 ��� 
��������� �� �� ���� ������� �� ��� ������� ��	��� 
�	���� ��� ���%&' � ��� ����

�	������ �� ��� ������ �� (��� )*$+ ��� 	�� ���	 ��������
 �����������

���� ������	� 	� 
��� 
��� ��� �	�� �� 	������	�� ���� ��� �����	������ ������� ������ �� ����������

��	�� ��� ������� �� ����� ���� ��������	���  �	�� !� ��� ����� �����	������ ����� ��� ��	�� ��������

��� ��� �������  	�� �� ����	���� 	� �������



� �� �

� ���������	
����
�� ���������� ��������

���� ���	�
� �� ��

	�� 	
 	�� ������	�	�
� 
� 	�� ���	��	������	��� ���
�� 
���� 	��
��

�
� ����	�	�
�� �� ���	����� �
������� ������ �	
� ����� ��
��
��� �� �
���� �� ��� ��� 

�! �"#$ ���� 	��
�� �	���%�� ���	���	�� ���	����	�
� 	��
�� 	
 	��� ��	
 ���
��	 	��

��	����	�
� 	���� �� 	�� &����	
����$ ��� ��	����
� 
� 	�� 	��
�� ������	�� �� '���$ ��( 

�)# ���
 	���� ��	
 ���
��	 ��	����� 	������������	 ���	����	�
�� 
� 	�� ���	�� ��	

	��� �� ���
�� 	�� ��
�� 
� 	��� 

��
��*$ +
��
*��� '���$ ��� �!# ��� ,���� - *� ������	

	�� �
������� %��
	� ���	 ��� ���
�� 
���� 	��
���� �� .���$ /$! ��� /$�$ 0� .��$ /$/ *�

�	���%� 	�� ���
�� 
���� 	��
�� 	
 ��
��	���	� 	�� �������� ��� ����� 
� 	�� ����	�	�
��

�� � �������������� 123$

��� �����	 ��
�� �	����

��� �	��	��� �
��	 �� 	�� ����� ���
���4���	�%�� &����	
���� �
� �	���	������� �
�
��

5� 6
�

��

���5����5���5�� 7
!

�

�

����

����� ����5���5�
�
�5��5��	 8/$!9

*���� 	�� ����	�
� ��� ��������	�
� 
����	
�� ��� ��� �� �� *��� �� 	�� ����������	����

&����	
���� 5� ��� 	�� ��	�����	���� �
	��	��� �  *��� ��	�
����� �� .��$ �$!$ :� ��

��

	
 ����
� 	�� ���
����� �������� *�	� � ���� 	
	�� ������ 
� ���	����� 
 $ ;
	� 	��	 ��

	�� ���	��	������	��� 	��
�� 	�� 	
	�� ������ 
� ���	����� �� ��������� �� 	�� ��� 
� 	��

�
������� ��� 	�� ����	�� ���	����� �� 
 6 
� 7 
�� *������ �� 	�� %��
�	������	���

	��
�� 
� .��$ � 	�� ������ 
� 	�� 	������ ���	����� *�� ����
����	�� 	
 
�����$ .����

	�� �	�	� ��� �� �
�������� 	
 �� 	�� �
������	� �	�	� 
� �� ���
 �������� �� 
�$ ���


����	
�� �
� 	�� ���	���� ������� ��� ��
�� �� 5
� 6 5��
�
5�� �
� 	�� �
������	� �	�	� ���

5
�� 6
��

���
5���5�� �
� 	�� ����	�� �	�	��$

1� ������� 	�� �
�
��� ��������
����
��� 
����	
�� 5�� 6 �8 5
� 7 !9����5��#
�5��	 
��

��� ���
��
�� 	�� &����	
���� 8/$!9 �� �
��
*�<

5� 6
��

���

5�� 7 �8
��5Æ

�#
	��9	 8/$�9



� �� �

�����

��� 	 ��

�
�
����
�� �

�
���

�� ��

�

�
� 
����

��� 	
�
��

�
� ���

�
������
������
�� ��

�

�
���
� � ����� 
����

��� 	
�
�� ���

�
������	� � 
Æ�� � ����
��� ��	
�

�
���
� ���

�
�
�� ���

�
��

�
��	�� ��

����

� ��
�
� � ����

�
� 
� ������ 
����

��� 	
�
��� ���

��
����	�� ���
����

� ��
�
� ��� � ����

�
� 
����

��	 	
�

�������

�

�
��	�� ��������

� ��
�
� ��� ���� 
����

��� �Æ 	 ���� � � ����� �� ��� ������ ���������� � ������ �! ��� �������������  �����"���

#�� �$������%�� �����& �"������ �! ��� ���' �����"� �����������  �������" � 
�� ���

��(��� ��

��	�� ����� 	 �

�
)��	�� ����� �	��� ����*�

��� 
 ��


 	 �
����
�����

�� ��

��
����� ��� �+���,� ������ �! ����� �� ��� ���������� ����� �� ,�+�� �$ �� 	 � �� ������
-� ��� ���+� �.�������/ ��� �+���,�� �� � � � ��!�� �� .������ �& �������� +�"��� ��� ����

������ !�� ��������� ���0�,����

-� ��� %����� ����� �  ��&�������/ ��� ��"+�� ��� ,����� ����� �
� �! ��� �"���/ �����

��1�� ��� "����� 2���"������ ��� �� +������ #�� �.������ !�� ��� ,����� ����� �� ���

���������� � ��� ������� ��� 34 �.������ 
�����/ ��� �� ��� �������� �! ���� �������

�� ��� �� ����������" ���,"�' �����"� ����� 
�
�� 	 ����� ���/ ����/ �� ��+� �� ��1� ���

������������ 5
�� 	
�
��
�
�� ���� 6.� 
������ #� ���,���"�%� ���/ �� �� "�$ ��� 7�,�"�'

���+ �����!�������� ��� 	
�

� ���

�
��
�� ��� � � �

�� ��
�
�

	
� #��� ����"�� �� ��� 7�,�"����+ �.��'

����� 
�����/ �� ����� ��� .���� �����"� �� "������ ��� ��"���� �� ��� �����!��������

�$ ��
�� 	
�

� ���
���
�
�� ��� ��
�� 	

�
� ���

���

�
� 
��� 8�� ����"� ���� ���� ��� 7�'

,�"����+ �.������� ��+� ��� %���'����,$ ��"����� ���
��� ��
��� 	 �
�
����
�� 
���/ ���
 ��0������ �� ���� ����,������ ��"����� ����"� �"��$� �� ���������� !��� ��� .���� ��'

���"� �� "�������

#� ��"��"��� ��� "�����'����� ���� (�"��/ ����/ ��� ������$ �! ��� ������" ����� �
�� 	�
�� ���


�� 
��
�
������
� ���� ��� ��� ��'��""�� �����"��� �+���,� �
�� 	

�
�� ���


�
��
�
������ ����/



� �� �

�� �����		 
�� ���

��� �����
��	 
� 
���	 �� ���	
���

��� �����
��	� �
���
��

���� �
�
� ���

�
��������

� � �������
���� � �������

�
�
� ��� �

���� �
�
� ���

������
�
� ������� � !�� ���"�

#� ��
��
���� 
�� ���	
���

��� ������

��	 �� � �$���
$��� 	����� %� �������
�� ���� 
��

����
�����
 
��
 
�� �����
��� ���



�� ����

�� �� �
�

����
	���������� �
�
�
&�	 
��

���� ������ � � �
�� ������ '���(��� 
� � ��
� ������
��

�� )"*+ ��� ��� �	� 
�� ���,


�
����

�� ���	
���

��� ��	 ��	��
 �� � ����	��� � !���� ����� 
�� �����

� 
	 �������
��

���� 
�� ����

�� � � 
���! � 
��� -�� �.��

(� ���
�,����

�� ��
��

�� �	�� �	 
��


�
�����

��� ��
��

�� 
� 
�
	 �(��(
�� 
	 
�����
��%�� �
 �
�� �����
�	 ��� ����	 
� ��

��
��(
���
 �
(������� 
� 
�� ��������	 �(����� ��
�� ��	 
� %� ��������
&�� 
� � ������

���� 	�� /���� 0�

#� 
�
	 &���
� ����� 
������ �� 	��(� 
�� 1/ ����

�� ��� 	��� 
�� ��
�� ��
�� ��

�����
� 
�� ���

�

�� 	���
��� ��� 
�� ���%�� �� 
�� ���

�� ���

���	 
	
 �
�
�������

-�
	 �����		 ��	
 %� 

���
�� 
� 2�� 	��� �� 
� 
��
 
�� 
�
�� ���%�� �� ���

���	

	�

	2�	 
 � 
� �
	
� -��	 
�� ���� ���
�
%�

�� �� 
�� 
������ ��	 
� 
�� ���

�

��

�����
�	 ��� 
�� ������	�
� 
	 
������ 
�� ������ 
� 
�� ���%�� �� 
�� ������	��

���

���	� -�
	 &���
� ����� 
����� ���	 ��
 ���(���� 
� 
�� ��� �	�� 
� 3��� � 
� 
��

�
�

 � � * 	
��� 
�� 
������ ���

��� ���	

� ��	 � 
������
���,
���������
 
����

-�
	 ��	
���� ����

�� �� 
�� ���

���	 ��
	�	 �
���
�� ���� 
�� �
��
� 
�
����

��	�

��� ����� 	
� ��
�
� ����� ��������

#� �������

�� 
�� ���
��%�

(� ������

��	 
� 
�� &���
� ����� 
����� �����	����
�� 
�

4�	� ���!�� ��� ���!5�� 

 
	 ���(��
��
 
� 2�	
 �������
� 
�� 
����(�� ������	�
� ��(�

����

�� 6����� ���� 
�� �������
&�� 1��		,/

��(	7

 �11/� ����

��

�
�

�
�

��
�� � ���
���� �
���6������

� � ������

�
6����� � ������6�

�
���� � ��

6������ ���!*�

��
�� 
	 �%
�
��� %� �
�
�
&
�� � $���� � $���� 4����		
�� 
�� 
���	 
� 
�� '��
�
��
��

�	
$��)6��+ � $��)��+ � 8 $��� ���!!�

��� 2��	 
�� ���
��%�

(� '��
�
��
��

$��	�� � 8 $�� �8 $�� �8 $�� � $�� � $��� ���!��

����� 
�� ���,������

� 
���	 $�� ��� $�� ��� 
� %� �������
�� �	
�� 
�� 
����(��

������	�
� ��(� ����

���



� �� �

��� ���	
���	
�� 	��� � ��� 
� �
�	 � ���� �
���� ��� ��� ���
�� �� 	���� 
�	� ����
�	�

�� ���
	
�� 	� 
	� 
� 	�� ���	 ����� ���	
���	
�� 	����� ���� 	�� 	���� � ��� ��� ���

���	�
�
�� ���� �
����� � !
��
���	
��� �����	��� ���	�
�
	� 	� 	�� ������ ��
 	

�����"�� #$ % ��� ���������� "&�#&$

'���� ��� 
� �� �
����	�	� � 	�� !
��
���	
��� ���
��	
�� �
����� (
	�
� 	�� ������

����� ���	
���	
�� 	������ ��� ��� 
�  ��	 ������	 	�� 	���� � ��� ��� ��� �
��� 
	 	
���

�
	 	��	 	��
� ���	�
�
	
��� ��� � 	�� ���� ����� � ����
	
�� �� 	�� ���	�
�
	
�� � 

	�� �	��� 	���� 
� 	�� 	�
�� ����� ���	
���	
�� 	����� )�*� �#+� ��
�� ��� ���� ����� 	�

����
��	�

�����"�� �$ %
�
� ���

����� ��	 , ��
����
�

�� � ��

� "&�#-$

��� !
��
���	
��� �����
�� ��� ����
��	�� �� 	�	�� ������ ������� � 	�� ���	�� '���

	�� ����������
�� !
��
���	
��� ���
��	
�� �
���� 
� 
�������� �� ��� '�
�� 	�� 	�	��

�
���� � ���	
���� 
� ���� ����	��	� ����� �� % �"�� � ���� �	� ��� � � � � �� , #� � � � $ �

�"��� �	� ��� � � � $� '���� ��� %
�

��)�	�"�$�
� , �
�"�$�

�+ 
� 	�� ���
�	 � ���	
���� 	����.

 ����� 	� 	�� ���� �� ��
� �
���� 	�� ������	�� �/�
	�	
�� ������

��"�
�$ % 
� , ��

�
� , ��

�

��
�� , ���
� , ��

�

"�

�$� "&�#�$

'���� 	�� �.	���� ��� �
��� 
� 0���� 1 ��� 	�� ������/ ������ ������	�� �� ���
��

��	 �� ��� 
��� '
	� 	��  
���
	�� ��� ���� 	� ����
	� 	�� !
��
���	
��� �����
�� ��

 
��	
��� � �� 
� ��	
����� ����	�� '
	� 	��  ��	 	��	 ��� 	���� 
�	� ����
�	 !
��
���	
���


�	����	
���� 	��
�� ���� 	� 	�� ��'��	 ������ ��� 	�� !
��
���	
��� �	�	�� ��� �� ����

������ �
����	�	�� ���
�� 
���
	� �
 �	
���� �� ���
	
��� 
� ����
	
�� 	�� !
��
���	
���

�����
�� �� �
�	 ���� � ����� 
���
���� ���	 ��	
�� �� � ���
���
2��  �� 	�� �	���'
��

�
������	 �/�����
���  �� 	�� ������ ����� ������ ��
 	�� 3�� ��� ��	� 	��	 ��		
��

�� % 
� �
���� 	�� 
�
�� 4����
��.5���6��
���� ���	
���	
�� 	������ '�
�� 	�� 7�
���

�.

(
���� ���	
���	
�� 	����� ����������� 	� ����
�� 	�� �!
�	
�� ��"�
�$ % ���

8���
��	
�� 	�� �/�
	�	
�� �����
�� ��  
��	
��� � �� �
���� 	�� �����
�� � 	�� �/.

�
	�	
��� 
� 	��  ����'
�� '��9 ��� 	
��.����
	
�� �����	�� ��"�$ � 	�� ���	�� ��� ��

'�
		�� 
� 	���� � 	�� :�
�
�� 	���� ��� � 	�� ��������	 �����	�� ��"��$ % "�� � ��$�	

�� );#+

��"�$ % �
�

�

� �

��

�������) ��"�� � �*$+��� "&�#<$

=�	 
� ����� 	�� ������	
�� � 	�� ��������	 	� 	�� �	�	� � �� ��"�$ % ��� ������ '�
��

��� �� �����/
��	�� 	� 	�� ������ ����� ��

��"�$ % )�� � ��"��$+�	� "&�#>$

:
������ 
	 
� ���� 	��	 	�� 
���
���� ���	 � 	�� ������	�� ��������	 ��"� � �*$ %

��)��"� � �*$+ �
��� 	�� ����	��� �
�	�
�
	
�� � 	�� ���� � ��� 	�� :�
�
�� 	���� ���

� ��"�$ �
���� 
	� 	
�� �����������



� �� �

�� �����	
���� 
�� 
����� ����� 
����� ��� �� 	
�� 
� ����	��
� 
�� �������
 ���


�� �������
 �� 
�� �	�
����
����
� ���

 
�� �� ��	�
��� ����� �
 
��!�� 
���
��� "�
�


�� #�����	��! ��	�
���
 ����� ��� � ��!�� 
�
�� ���
���� �	���� � $ �� %���� &���


�� ��� ��	�
��� �'��( �
 
��!��� ��
�� "���� 
�� 
���
�	� ���� ��� �� �)
���
��

��� ���� �)��
�
��� � 	
��� 
�� ������ ������
���
 �� *�� �'��+ � �� ����
���� ��� ��



� 
�,� ���� �� ������ 	�
��!����
 ���������-�
��� �� ��� ����	��
���
. 
�� �	��
�
��
 ��� 

��� /��
� ��� 
� �� �������� �� 
���� ���������-�� !��	�
 ��!�� �� ����� 0�

1 2�

 ����� 
����� �
 ��
����� ���� 
�� 
����� ����� 
����� �� ���� 
�,��� 
�� ���3

���
��� 
���
 ���� 
�� 2�

 ����� ���
	���
��� 
������ 4�"�!��� 
�� ��	�
���
 ��
�����


	�� �	
 
� ��
�� "�
� 
��
� �� 
�� 4�# 
����� "���� �
 ,��"� 
� ��
���� �� ������ ���

�� 
�� 
���
�	� �� 
�� ���������	
 ����
� &��
 ������ ��� ��
���	��
 �� �������	


���������� �� 
�� ��"�

3������ ����
 �� 
�� 
������� ����	����� &�� 
�����

 �����




����� ,��"� �
 
�� 4�#3����! 
����� 56(� 6�7 ��
����� �� ������
��� 
�� �������	


�������
���� &�	
� � 	
��	� 2�

 ����� 
����� �
 ��
����� ���� 
�� 
����� ����� 
����� ��

�	

��� ��� ��� /��
���

� ��	�� 
� -��� �� ����� &�� ���

��� �� 
�� ����	
�
�������

�","��� 
����� ����� ������
��� ������
 
�� 2�

 ����� 
����� 
� �� ����	
�
�������

���� ���!�����
 
��� 
�� 
����� ����� 
������

��� �������	 
�� ���

 �� �����
����	

�� 
��
 
��
��� "� ���
���� � #*8 �� � $ �((( ��9� ���
����
 �� � �����,�3
�����


��� ��� "���� �� � ��� &�� 
������� ����	���� �� 
�� 
���
 �����
��� �
 ���
�� 
� ��

�� $ �� � '+( 4-� &�� �3���������� �� 
�� ����� ������
�� ��� �� 
�,�� 
� �� ��


�� ��	

��� ���� 	��� $ 
��������
�
��
�
������ ��� 
�� �������� �
�����
�� ����
�
 �� 
��


��� ��� �� $
�
��
��� �
 
	��
 �	
 
��
 �� ���
	���� ����
� �� 	��

 �� �� ��� 
��


��� �� ���
� � 
�� �� ��	�
��� ��� 
�� 
�

�� ����: ������
 ����������
 �� 
�� ������


������� ����	���� ��� 4����� 
�� ����	
�� ��
	�

 ����� ��� ��� ���
���� !��	� �� ��

"�
� 
�� ��

���
��� �� � ���

&�� ����
��� �� 
�� ������
�� ���
����
 �
 ���

�� �� ���� '��� ���� "���� "� ����3


��� 
�� ������
�
��� 
������
	�� ���� �
 
�� ����
 �
 "���� 
�� ������
�
� ����
���

��
���
 �

 ��)��	� 
����� ����!�
�!� "�
� ��
���
 
� 
������
	��� &�� �������
 ��


�� ��"3����� ����
 ��� ���
��
�� �
 �	��
���
 �� 
������
	�� �� ���� '�� �� "���� 
��

���	���3�����
	� �	��
	� �	����
 �� 
�� ����
 �� 
�� ����� �� ������
��� ������

��� �� $ �� �� (� ��� �� "���� �����
���� 
� �	��
� �� � �� 
�� ���	��� �����
	� ���

���
����� &�� ���� !��	�
 �� 
�� 
���
��� ��

���	
���
 �� 
�� �)��
�
��� �������
 "�
���


�� 
����� ����� 
����� ��� 
��"�� �� ����
��� 
� 
�� �����
������� 4�#3����! ��
	�

�

&�� 
����� ����� 
����� �
 �������� ��
 �������� ���!� �� �� 
�� !�����
� �� ����� ��
��	��

"� ���
��
 �

 ������
���
 ��
� �� 
��
 ������� 9� 
�

���
�� ����!��	� �� 
�� 
�����

����� ������
���
 �
 
��� �� ���� '��� ��� 
�� ����3����� ����
� ��"�!��� �
 �
 �����
��

�� ����� 0 
��
 
�� 
����� ����� 
����� �����
 
�

���
������ ������ �������
 ��������

"�
� 
�� 4�#3����! ��
	�

�



� �� �

0

0 0.5 1

.5

1

N
  /

N

T/T

0

BEC

������ ��	
 ������	
�� �

����� 
	 
 �������� �� �����

��
� �	����

������ 
�� ��� ��
�� 
�	��� ����������
� ��
 ��� ��������

����� 	�	���

��
	���������� ������

�� ����  ��� ��� �
	��� ���� ��

�	����	 �� ��� ���
�� ��� �� ��� ��
�� �����
�����
		

�	����
���� ����	� ��� !��� ����	� "���
���� �� ��� ����

��#
���� $%�� % & �� !���'	

����
�� $%(&� 
 	�	��� �� �

�����
��� �

���� ����

����� �

�����	 �� 
�� �����	�
��

�� ��� )
�������
� �
	 
� �����	�
�� *��� ��� 
����� ��� �����
 ���
��� ����� ��� ��
��

��
���
��#
���� �� ��� )
�������
� 	����� ����� 
 	����
�� ��
� ����
��	 ��� ��������
��

���� +�� ,������-�. ����
�� �� *���� ��� ���
�
� �
	 ��������� �	 ���������� ������	

��� !��� ����	 �� �
.� ���	 ��
�� ���
��� �� ��� �����
��
��
 ����
��	� ��� ��
� /���	


�� ����
 ����

�����	 *��� ��� ������	
�� 

� �� -� �
0�� ���� 
������ �� 	��� 
 *
�

��
� ��� 
�	���	 

� ���	�	���� *��� ��� !��� ����
��� ����
�  �� 	��*	 ��
� *����� ���

	����� �
��
 ����
� ��� ���
�� �� ��� !��� ���� �	 .�
� ���	� �� ��� ��
 �����

��
�	

� � 1�2����� +
0��� ���� 
������ ��
��
-
���������
����
� ��
�	 -����� ��� 	�����

�
��
 ����
�-�����	� ���
���	 �.�� ���	�
 �� ��� ��
�� 
�	��� 	����� -� �-�
�����

+�� ��*�	� ���� *��� .
��	���� 
����

 �������� �	 ��� -
�
����� ����� ��
�


�	������� �� �����
� 	�
���� �	����
����	 �� ��� ������	
��� �� ��� �
	� �� 
 �*��

�����	���
� �

�����
��� �

���� �
	 ����

����� .�
 ��� ����
�� �������
�� �� �
	 -���

	��*� �	��� ��� 	�
���� 	�����
� �� ��� )
�������
� ��
� ���
� ���	�	 
 	�
�� ��
� �
	

��� ���
�� ���� �� ����		 �� ��
� �� ��� �
���� 	�
�� $%3&� +��	 �����
���� �	 ������/��


	 ��� -
�
����� ����� +�� ,������-�. ����
� �����	 ��
���� ��� ���
�� ���� ��
 ���

-
�
����� ����� *���� ��� 4���. 
�� ��� 	����� �
��
 ����
��	 �� ���� 
	 �
� -� 	��� ��

����  ��� 5���� ��� ����

����� �������
� �
	 �� -� 
���
�
��#�� 
��� ������ �� ��.�
��	

�
�� ��� ����
�� �������
� �	�� �� 6��� $%3& ��
 ����	 *��� ���� ���
��� ��� 
�����
-�����

�� ��� ��
�� 
�	��� �	 	���*�
� 7��	����
-�� 
� ���� �����

��
�	� *��
� ��� ���	��	 �	



� �� �

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
0.5

1

1.5

2

2.5

3

T/TBEC

[h
ω

] r

������ ��	
 ������	
��� ����
��
�� �� 
�� ��	
 �
������ �� ����

���
� ����� ��������
��
� 
� 
�� 	
���	������

�� ��	

�� 
���

���� �� � �� �� �� 	
� �� �
 
�� ����� �� �
���	��
� �
�����  �
�

��������
� 
� 
�� ����
� ����� 
������ 	
� 
�� ����� ��
�� 
� 
��

!"#�$���% 
������ ��� �	���� ��
� �
���	
�� 
�� �&	�
 �
���� ���

�� 
�� '��
 ������


�
 ��
����
�� �� 
�� �������
� ����� 	��
�� (
 �� ����
 �
 "��� )�� 
�	
 
�� �
���� ��


�� ���	
��
� ���� �� ����� 
�	
 ���� 	
� 
�� ��%�	
��
 �
���	��� ��
� 
�����	
����

(
 �&������

� 	
� 
�����
��	� �
������ 
�� ���	� �� �&��
	
��
� �� �����
�� ��	��

	�
���*�� �
�� �� 
�� �	���
� �	
� ���	
�� 
� 
�� �&��
�

�	� ���	� �� 
�� ������	
��


	����
���� "�� �
+
�
� ���
���� 
�� �&��
	
��
 ����
��� �� ��

�
���� 	
� 
�� �����


�	� ���
����
��
� ��,�- �� 
�� �&��
	
��
� �	%� .���

*�	
 ������ ������
� �
���� 	


�&��
�

�	� ���	� �� 
�� ���� ������	
��
�� ��� ��	
 %	��� �� 
�� .���

*�	
 ��%�� 
��

���� ������
�� 	
� �
� ���
� 
�� �	���
� �	
�� !���%��� ��� 
�	���� +
�
� ���
���


�� ����
��� �� ������
� 	
� 
�� ����
�	� ���
����
��
� ��
��	��� �	%� ���� �������	
��

������ /�����	���� 
�� ��
	���� ������� �� 
���� ���
����
��
� �	
 �� ���� �������	
��


�	
 0��
 
�� ������ �&��
�

�	� ���	�� 1��
� 
�� �����
�� ����
�	� ���
����
��
� �� 
��

������	
��
�� �� �	%� �
����� 
�� %	����
� �� 
�� �&��
�

�	�����	� 	����&��	
��
 ��� 
��

+
�
� ���
�� �
��� ����
��
�

��� ����
�	� ���
����
��
 	
� 
�� ��
	���� �� 
�� ����
� �����
 ���� ��
� 
��

	
���	� ����

�� ��	

�� 
����� �� � � 	
 
�� 
�����	
��� � � ��23���� �� ����


�
 "��� )�)� ��� ���
����
��
 �� ��%������ �	� ���� .���

*�	
 ����� ��
���
�
� �� ��%��	�

	�����
���	��� ���	�	
�� ��	4�� ��� ����	��� 	
� ��%�%	� ���	%���� �� ���	��� ���
 ���



�� 	����
��� �� 
�� ������	
��
 ����� 
� %	
��� ��
 
��
 ����� 	�	�
 �
 
���� (
 $	��� 5�

	 �
��
� ����	��� 	
� ��%�%	� �� 
�� ���	
��
� ���� �	� 	��� �
����� ��
� �
 
�	
 �	��� 
��

���
���
�
 �	� �� 	
 	�
��	�
 �� 
�� ����
� ����� 
����� 	����
� ���� 
�� 	�����

	���



� �� �

�����	�
 ���
	�� ������� ��
���� 
�� ���	
�
�� 	�� 
�� ���� ������ �����
������� ���

�	����	

��� �	�� ������ ����	��� 	�� ���
�	� �� �	�� ������
	�� ���

	

��� ��� ��
��


�� �����	��� �	� �� ����
�

0 20 40 60
1

0.5

0

0.5

1

2.2 2.4 2.6 2.8 3 3.2
0

0.5

1

-

-

�����
�

�
��
��
��
�
��
	


��


����

�
��


��
��
��
�
��
	


��


������ ���	  	! "���
�	� �
�
�
��

�� �  �! �� 
�� ������ �����
 ����

�

� 
�� 	����	� �����
�� � ��� �	�

��� 	��  �! 

� #���
�� 
�	��$

���� 	
 
�� 
�����	
��� � % &�'(�����

)� �������
��� �� �	�� �
��
�� 
�� 
�����	
��� ���������� �� 
�� ���

	

�� �����
��

�� 
�� ������ �
	
� 
� 	 �	��	*�$��	��� �+,� -�
�� 	� ���� 	� 
�� ������	

�� �� 
��

����	��� 	�� ���
�	� ����
 �

�
� 
�� ������ ����� 
����� �	� .��
 	������
���� 
�

/	��� 0� )� 	��


��� 	 ����	�
��� �� 
�� ������ ����� 
����� �

� 
�� ��	�
 �����
� ���


�� ���� 	�� 
�� ���	
�
�� ����� �	� ��
 ���� �	��
�� ��
 
� 
�� �

��	
��� ��
�� 
�

/	��� 0�



� �� �

� �������

��� ��	
 ��
���	�� �� ��	� ����	� 	� �� ����� ����	��� �
� �����
���� ���	���	�
� 	
 �	����

����	� ������	
���	
 ��
��
������

�
 ������ ���� ��� ������!	��� ����� 	���	
�	
! ������ "�� �	���	#�� 	
 ����� ��

��$� 	� ���� ������	��� �� ��� �����	��
��� �
 ��	� ������ ��� ��
��
���� ����� ���

	
 � %&'' �
� ������� 	
 � ��(����	������ ��!
��	� ����� �� ������ ��� ������ ���

������	��� �����
� ������	
! ��� �	�� ��!
��	� #��� 	� ��������� '��
 ����� ��� ����	���	�


�� ����� ������� ��� #��� �"�� �
� �������� )��
�	*�� ����	��� "��� �������� �� ��� +��

!�����

�
 ��� �������	��� 	
����	!��	�
� �� ������ ���� 	� "�� �������� ���� "������ ���

������!	����� ������� ������ )��
�	*�� ������ 	� ���� ��� �������� )��
�	*�� ������ �����

	� �������� � �	����� �� �
!���� ����
�� ,� �
� �� ��� ����	���� ��������� ��� ������

)��
�	*�� ������ "�� �����
 �� ��� ���	� �� ����� ��� 	
 "�	�� ��� ��
��	�� �� ���

���	��	
! �� ��� ������ 	
�� �"� �	
!�� )��
�	*�� ����	��� "�� �������� 	
 � �	!���������

����� ��� ��	
 ������ �� ��� ����� "�� ��� #
�	
! ���� ����� ��	��� � ����� �
���!�

���"��
 ��� �(���	���� �"���	��
�	�
�� �
� ��� ���� ��
��	�� �� ��� ���	��	
!� ��� �"�

�	
!�� )��
�	*�� ����	��� "��� �������� �� 	
����"	
� �� ���� �������� "�	�� 	���	��

��� ��������	�
 �� ��� ���	��	
! �� �� ���� ���������� 	
 ��� ���
������ �	����	�
� �� ���

�	!�� �������� "	�� ��� ��
!	���	
�� �	����	�
� -���
��� ��� ���	��	
! �� ��� ������

)��
�	*�� ������ "�� �������� �� ��� +�� !���� �
� ��� ������� "��� 	
 �����
� "	��

��� �������	��� ����	��	�
��

'���	�
��� ������ �������� ��� ��
�	����� 	
 ����� �.� ��	� "��$ 	� �
 ����
�	�
 ��

����	�� "��$ 	
 "�	�� ��� ��	���
�� �� ������� �������� "�� ���"
 	
 ��� 
�
�	
������	
!

�	�	� �
� ��� ��
��	��� ����	�	�� �� ��� ������ �	���� �
� )��������� "�� ����
�������

	
 ��� 	
������	
! ������� �
 ��� �������� "� ���"�� ����	�	��� ���� ��� ������ �	����

�
� )��������� ����	
�� "��� 	
 ���� ����	�
��� �� � ���� �	!� ����	�	�
� /�"���� 

��� ������ "��� ���
� �� �� ���� ��
��	����� �
� �
��!��	����� �
������ 	
 ����� �� ���

��!��	���� �)���	�
� �
� ��� 0������	�����$		 �)���	�
� %� ���� 	
�������� � 
����

��������� ������ � ������ ��	���� � 
�
���	�������	� ����	�
��� ����� ����	
! #
	�� �
�

!���� ����
��� 	
 � 
�
������	
! �����
	� �����

����� . 	� ������� �� ��� ����� �� ��� ����	����� ��������� ����
� ����� ������ ���

��1� �� #
	�� ������������� ��	� ������ "�� ����	�� ��� ��� #��� �	�� �� ��
��$��������

��
��
����� ��� "�	�� ��� ���	���	�
 �
��!	�� �
� ���	� ����� "�� ��������� �����	���� 

��� �������� �
� ���	��� �(���� 	
 ��� ��
��	�� �� ��� ���	���	�
� "�� ��������� �


���	�	�
 ��� �������� �� ��� ������ 	� ������ �� ������	
! 	�� ����	��	�
� �� ��� �������

$
�"
 ������� ��� ��� ������	
! ���� �
� ��� 2��
 ������

�
 � 
������� ��	� ����	� 	
������ ��	!	
�� �����	��
����� ����	*�� �������	��� �������

�
 ��� �����	�
 �
� ����	�	�� �� ����	��� 	
 ��1�� &���������� 
�" ������� ���� ���


�����
��� 	
 ��� ���� �� ����	�
��� ������ ������� 3�����!� ��� ����� �� ��� ����
�

����� ������ �� ���	���	�
� 	
 ��1� 	� �����
��� 	
 �
�� � �	
!�� ����� ��� "��$ "��



� �� �

���� ��	
����
 ���� ���������
��� 
�� ��	���
����
���� �������� ��� 
��
� �� ����
���

������� ������� ���������
 ��� ������
��
� ���	
���� �� ��������� �������
 ��� ���
	���

�� ��� ������ 	������ ��
�� ���
��� �� ��� ��� ������	����� ���������
 �� ���
�� ���

������	���� �� ��� ��������
 �� ��� ������  �
���!�� ������� ��������
 ��� ��
������


�
����� �� ������ �������� �� �����"��	������
� �� 
��
�	����
��� ��
���� �����������


�� 
������
 ��� ������ ����� ������ �� ��� ��
������ 
�
����� �� ��� ���
��  �
���!��

�������



� �� �

����������

��� �� 	
��
 �� ����� ��
 ��� �������

��� �� ��������
 ������� �!� "�#� �!����� �$%&� '���� ����
 �(� �������

��� �� ��������
 ������� �!� "�#� �!����� �$%&� '���� ����
 � ����)��

��� *� +
�&
�
 ����� ,�-� ��
 ��� �������

�)� *� +
�&
�
 .%��!� ���
 (�� �������

�(� �� �
$
#
 �� ���������	��� 
�������	���
 �&���&  � �� /!�Æ�
 0� '� ��
$�
 %�& ��

��!���%!� �1%2 !�&�� 3��-�!���� �!���
 1%2 !�&��
 ���)�
 1�%4� �
 44� )���)�

��� 0� 5� 1�4�!#��
 ,�-� 5
&� ����� ��
 ��� ����)��

��� 6� 	%!&���
 +� .� 1

4�!
 %�& 6� ,� �7�!��8�!
 ����� ,�-� ��	
 ���) ���)���

��� �� �����
#2
 ,�-� 5
&� ����� �	
 (�� ����(��

��9� �� 1��
 ,�-� 5
&� ����� ��
 (�) �������

���� 1� .� 1
���:;%��
�&<�
 ,�-� 5
&� ����� ��
 �9� �������

���� '� 0� ���##�4�
 ,�-� 5
&� ����� ��
 ��� �������

���� 1� �� '��2%�
 0� �� �!��7�%!&
 %�& 0� 6� '���#%�&
 ,�-� 5
&� ����� ��
 ��)�

�������

���� 1� 6� �����7$ %�& =� �2���
 ���������	��� 
�������	��� �� 
���	� ����� �1%2:

 !�&�� 3��-�!���� �!���
 1%2 !�&��
 �99���

��)� +� ���%�-�$�� %�& �� ��!���%!�
 ���������	��� 
�������	��� �>?@
!& 3��-�!���� �!���

A�7�
 .�B C
!$
 �99���

��(� '� '���
 �!
�� D�%���2 �#�7�!
�� 	
 ��� �������

���� �� +� ,%% 
 5� �!������
 �� 1% #�
 �� 1��
 %�& 0� �� �!��7�%!&
 ����� ,�-� +����

��
 �(�� �������

���� 5� =� ��&�!�
�
 6� ,� �����!
 5� ,� 5%����B�
 1� �� '��2%�
 %�& �� �� 1
!��##


�7���7� ���
 ��� ����)��

���� "� 	� 0%-��
 5�:>� 5�B��
 5� ,� ��&!�B�
 .� 6� -%� 0!����
 0� �� 0�!@��
 0� 5�

"�!�
 %�& '� "����!#�
 ����� ,�-� +���� ��
 ��(� ����)��

��9� 1� 1� 	!%&#��
 1� �� �%7$���
 6� 6� ;
##���
 %�& ,� /� =�#��
 ����� ,�-� +���� ��


�(�� ����)�
 ����� ��
 ���9 �������



� �� �

���� �� 	� 
��
�� �� �� �������� �� ��������� �� ��������� �� �� ����� �� ��
���
�� ���

��  � 	�
!"�#� $�!�� %
&� �
""� ��� �'�� (�))'*�

���� �� �� �������� +� %� ������
��  � �� %�,
�"�� -� .� ����
��� ��� �� -� ��
����

$�!�� %
&� �
""� ��� �/)0 (�111*�

���� 
� $� �� ���"���  � �������  � ���2� ��  � 3���
�
"� 
� $
���
�� -� %��
�� �� �� 4�5

��#�������� �� �
��6� ��� �� ���
�5�������7�� $�!�� %
&� �
""� ��� �80) (�11�*�

��8� .� %�,
�"� 9� ���7
��� .� 3��:�
!��  � $������� �� +�:�#� �� 3������ �� ;� �
�"5

,���#� ��� .� .��
6"� �6�
�6
 ���� 8<� (�11�*�

��0� 	� ����2��� 	� 

������ 	� %��"�� %�  � 3�
6��� .� ������� ��� �� ;�2��6��� �6�
�6


���� ���1 (�11�*�

��<� �� �
,
��  � =
�,�2� �� ���#� =�5�� +>�2
��� ��� %� 	����� �6�
�6
 ���� ���

(�11�*�

��/� �� 	�
��
�� �� .� %
2��� ��� �� ��  ��� +�"��
 ���� 0�/ (�11�*�

��'� ��  �6���� �� 3��"
��"
��� .� .�"�
!
�� 	� =
���� �� %�
��� �� �����  � =� �
�5

�6���2� ��� %� 	����� �6�
�6
 �	�� ��1� (�11�*�

��)� �� �� ?:�
��
��� �� .� �"��� �� =� �6���6#� �� �� 
� %����6�� �� 	��"�� ?�

=��@�,�,�6� ��� �� �
""
��
� $�!�� %
&� �
""� ��� �0181� (�11�*�

��1� �� .� %
2��� �� 	�
��
�� ��� �� ��  ��� $�!�� %
&� �
""� ��� 8181� (�118*�

���� -� ��
���2�� 3�  � A
������ ��� =� �� �� �"��B� $�!�� %
&� . �
� 8��8 (�))�*�

���� �� ;���!
� �� %� .���
:��  � �"
�2
�� =�5 � ��
��
�� �� �� �"���
�5����� ��� ��

�
""
��
� +�"��
 ���� �0� (�))'*�

���� �� �� ������ ��� -� �� ��B���"@� ������� ��	
���	� 
 ���
�����������	 �
����

($
�2���� $�
��� 9CB���� �)//*�

��8� ��  �  ��6����� ������� ��������� �
���� (+��"� =������� .��"
����� �)'�*�

��0� �� �
 3
���6� �
����� ����� �
���� (���,���2
 4��&
���"! $�
��� ���,���2
�

�))<*�

��<� �� ��  ���  � %� -���
�� �� %� ��""�
:�� �� -� ��
���� ��� -� .� ����
��� $�!��

%
&� �
""� 

� 8�1 (�))<*�

��/� ��59� �
:
�� �� %� .���
:�� +�  � &�� ���"
�� �� �� ����� �� �� ���B

� �� 	�

��:��
��� ��� �� �
""
��
� $�!�� %
&� �
""� 

� )'' (�))<*�



� �� �

���� �� 	
��

�� �� �� ���
����� �� ��
����� �� �� ��

� ��
 ��  � �!�
"� ��#�� ��$�

%���� ��� &'(& )&**'+�

��*� ,� ,�
-�.�
-� ��#�� ��$� %���� ��� /�'0 )&**'+�

��0� 1� 2� ����$� -� ���������	 
����
�	� ��� ��		������ ����� )��34
-
.� 5�-$�
�-�#

�
���� 2�� 6�
"� &*�(+� ����� '�

��&� �� 7
-Æ�� ��#�� ��$� � ��� *��& )&**'+�

��/� �� ,� �-�� �� �� ��������� �� �� 	����
� �� 	�  -�3��� ��
 	� �� ��
��!!� ��#��

��$� %���� ��� ('� )&**(+�

���� �� ��  � 8����-����� �� �� ��

� ��
 �� ��
����� ��#�� ��$� %���� ��� /&*� )&**�+�

���� �� �-�.�99- ��
 �� �� :��-� �� ��#��; ���
���� �����
 �� &0/&& )&**(+�

��<� 7� ���� ��
 �� ,9�=�!��#� ��#�� ��$� � ��� ���*& )&**�+�

��'� �� >� ?�
-���$ ��
 7� 1� ,�!#���-"�$� ��#�� ��$� � ��� �&�' )&**�+�

��(� �� ����� ��
 �� ��
����� ��#�� ��$� � ��� ��<& )&***+�

���� �� ��-
!� �� ���

@��� �� 7
���3� ��
 �� ,9@��=�!��#� ��#�� ��$� � ��� ��'0' )/000+�

��*� ,� 7-�
.-�-� ��#�� ��$� � ��� '�'&< )/000+�

�<0� ,� ��
.��� �� ��#�� �; ��� ��!� >��� ��#�� ��� ���( )/000+�

�<&� ,� ��
.��� ����� ����-�� 5�-$�
�-�# �= >A=�

� /000�

�</� 	� B�
�34�� �� 7
-Æ�� ��
 :� 2-"��-� ��#�� ��$� � ��� �'*< )&**�+�

�<�� :� 2-"��-� 	� B�
�34�� ��
 �� 7
-Æ�� ��#�� ��$� %���� ��� &0 )&***+�

�<�� 	� B�
�34�� :� 2-"��-� ��
 �� 7
-Æ�� �� %��� :�3�� ��#�� ���� /(( )&***+�

�<<� ��  �!��
� ��  -!!-�3�� �� �����
� ��
 �� 8�!!��
� ��#�� ��$� � ��� ��(� )&***+�

�<'� 2� �� �
��"�"-�� �� ��#�� � ��� �(�( )/00&+�

�<(� ,� �� ��
.��� �� ������ �� ��  � 8����-����� ��
 �� ��
����� ��#�� ��$� %����

��� /<0�0� )/00�+�

�<�� ,� �� ��
.��� ��#�� ��$� � ��� /�'0* )/00�+�

�<*� �� ������ ,� �� ��
.��� �� ��  � 8����-����� ��
 �� ��
����� ��#�� ��$� %����

��� ���� )/000+�



� �� �

���� �	 
��
������ 
	 �������� ��� �	 
������� ����	 ���	 ��  	 ��� !"�#�! $%���&	

��!� '	 
	 
�(�)*�� +	 ,	 -�.����� /	 ,(0 � 1	 -��2�� 3	 -�����20�����(� ��� 4	 /	 5�� �

����	 ���	 ��  	 ��� %��� $%���&	

��%� 1	 -��2�� '	 
	 
�(�)*�� 3	 -�����20�����(� ��� 4	 /	 5�� � ����	 ���	 ��  	 ���

%!6� $%��!&	

���� 7	 4(�2��(� 8	 /��(� � 4	 
	 ���� ��� 8	 5�(  �
9� ����	 ��  	 �� !�� $!6�#&	

��#� 3	 ,	 :�00���� ��� �	 1	 �����(�� ����	 ���	 ��  	 ��� %"� $!6;#&	

���� 
	 �	 
�  ��<�� 8	 �	 ,���(���� �	 4	 -�0=��� 7	 +	 -�00� 4	 1	 :������ ��� 1	 ,	

4�(��00� ����	 ���	 ��  	 ��� %#6" $!666&	

���� �	 :	 
������� 5	 4����� :	 :��00�2��� ��� /	 7�0�2�(�� ����	 ���	 ��  	 ���

"�� $%���&	

��;� �	 :	 
������� 5	 4����� :	 :��00�2��� ��� /	 7�0�2�(�� /	 
��	 '. 	 ��� %;!�

$%���&	

��"� 4	 ������ /	 �	 ,2�>+����(� /	 
	 ?�)�0�� �	 @
� ��� :	 ��  �(0�� ����	 ���	

��  	 ��� %!�#�% $%��!&	

��6� 1	 -��2�� 3	 -�����20�����(� +	 ,	 -�.����� '	 
	 
�(�)*�� ��� 4	 /	 5�� � ����	

���	 ��  	 ��� �!�#�� $%��%&	

�;�� /	 �	 ,2�>+����(� 4	 ������ /	 
	 ?�)�0�� ��� :	 ��  �(0�� +������ ���� #;�

$%��!&	

�;!� 
	 A�����(�� �	 ��������� �	 
������� +	>�	 ')�<�� ��� �	 '���� ������� 8

���	���� !; $%���&	

�;%� �	 ��������� 
	 A�����(�� �	 '���� ��� �	 
������� ����	 ���	 , �
� ����!�

$%���&	

�;�� ,	 1	 ������(� � ,	 3B�(0� �� ,	 �	 4����� 
(� 7	 ���0.������ C	 +���� 7	 1	

�(� ���(�� ��� :	 ��  �(0�� ����	 ���	 ��  	 ��� !6�#�� $%��%&	

�;#� -	 �
� 4	 �	 ��<� /	 -	 12�(0�� ��� A	 �	 8�)�0�<� ����	 ���	 , ��� !��� $!666&	

�;�� C	 +���� 
	 +�2�� 
	 ?��)�0�  �(�� �	 ���D
���� 4	 +����(� ,	 ������(� � 
	

�(�� ���� 7	 �(� ���(�� ��� :	 ��  �(0�� ����	 ���	 ��  	 ��� !��#�� $%��#&	

�;�� �	>4	 4(������� 3	 
�0���>��((���� /	 �	 ��((��� �	 ��(��(� ?	 
	 �*�(��>3�(�*E�� ���

7	 
���0����� ����	 ���	 1 ��� ���!% $%��%&	



� �� �

���� ��	
� 
��
����� �� ���
�������� �� �� ������	�������� �� ��  ����
� !� ����������

��" ��  ������ ��#
� $��� % ��� ���&' ()&&�*�

��+� %� �� ��,,�-- ��" .� /��
� .�0�"� ��#
� ��� �1� (2''2*�

��'� %� �� ��,,�--� �� ���������	��� 
�������	���� �"�-�" 3# %� ���Æ�� !� 4� /�����

��" /� /-���,��� (
�53��",� 6�����
�-# ���

� 
�53��",�� 2''1*� 
��7� 2'� 7� 81)�

�+&� 9� �� ���

� :0��� 
�5��-� ��� 818 (2'�2*�

�+2� �� �� ��-���
���� ;�� �9�
7�  ���� .��� ��� �8� (2'�2*� �/��� ��#
� �9 � ��� 812

(2'�2*��

�+)� %� �� .�--�� ��" %� %� /��"���
�#� �� ��#
�< 
��"��
� ��--�� ��� $2�1 ()&&2*�

�+�� =� ��53� 
������������ (
�53��",� 6�����
�-# ���

� :�> ?���� 2'�1*�

�+8� $� �� !������#� ����	���� ���	���� �� 
����� �� (
�53��",� 6�����
�-# ���

� 
�5	

3��",�� 2''2*�

�+1� !� ��  ��0��

� �� %�� ��" @� :�0� ��#
� $��� ��--� ��� ��1+ (2''�*�

�+�� 9� A� /����� ��#
� $��� A 		� 8+1 (2''�*�

�+�� �� �� �������	$�7��� ��" �� �� ������	�������� /B%� ��0���� �� /����-�C� 
�570-��,

��� 2�2� ()&&2*�

�++� 
� �� 
��3��0� /�	D� ?�7� ��"  �	�� =�� ��#
� $��� % 	�� &���&� ()&&&*�

�+'� �� D��
�� ��" �� 6�"�� ��#
� $��� ��--� ��� 2&�� ()&&&*�

�'&�  � A��,�5��� !� �� .�"��� :� �� A����
� ��" A� B� /�����"��� ��#
� $��� % ���

&���&1 ()&&&*�

�'2� 
� 
����	 ����0"E�� �� !07��-	$��� ��" �� ��#�3��,� �	������	�� ��	����	����

(4���#� :�> ?���� 2'')*�

�')� �� .� !�3
��� ��#
� $��� ��--� ��� ))88 (2''8*�

�'�� %� �� .�--�� ��" !� $���
��� ��#
� $��� % 	�� 22'2 (2''+*�

�'8� 4� D���� ��#
� $��� ���� 2)8) (2'�2*�

�'1� �� �� ��-���
��� ��" %� $�
��� ��#
� $��� % 		� $+1� (2''�*�





� �� �

��������� �	 
���
���
��� ���

�� �� ��	 
��� 	�
�� ���� � �
���� �� � �
	�����	���� �
����	��� ���� 	��� ������	


� �����
� ��� 
� ������� 
� ������������ ���� �������� �������� ����	� �� ���

�����
�	 �
� !"��	� #��� $ ��% &'�'(& )*&&&+, �� 
������ ���� ��
�� ��� �
��

��� ���	 ��	 
��� ����
����� �
 ��
�� -�.
���� /��	% ����� �� � ����� ���� ���

�������� �������� ���� ����	��	 ��
�� ��� �
���� ���	 ����� �� �	 �������� �� ���

���	��� �
� % �� �
����	�% �� 	���� ��� 	��� 	������
 ����
�� ����
������ ��� 
��

����� ����� 0�� �������� ���� ����	��	 
��� �� ��� ������ 
� ��� �
���� �� � �������

�
���� 
� ��� ��
����
� ��� ����� �� ������ ���� ��� 	�	��� ���� �
	� 
��� �

������
� 
� ��� ��
�	 
� -�.
���� /��	 ���� �� ��� �
	���� 
� �� 
������ ����� 1��

�
�.������ �	 .�	����� 
� ����������� 	
����� ��� 2�
		�"�����	 �� �3����
�% �����

��� ���� 	���
� ������	 
� �����
� 
� ��� 
���� ��������� ��� ��
����� �� �� ���


���
���� $ 	��������� 	����������
� 
� ��� ������������ �����4���
� 
� ��� 	������


�	 �������� 
� ��� 
��		�
� 
� ��� 
������ �����

��� �� �	 	�
�� ���� � �
���� ��� 
� �
�����
�	�� ������� �� � �
	�����	���� �
����	���

���� �������� 	��� � 5 * �� � �
6��"�������� ���� 
� �����	��� ��� ����� ��������

���� ����
��������� �� ��� 
� 	��������� ���� ��� �
����	��� ����
� 
� �
����� ��

��� ���� 	���� ��� ��� ����� 	�� ��� 	���� �� �	 ����	���
�	 �
 ��� ������� ��� ���

	��
������� 	�� ��� 	����	 ��� �
 ��� ���������� 
� ���	� 	����	 ��
�� ��� �
����

���	 ���� ��� ����� ���� ����	��	� 7� ���� 	
���� ��� 2�
		�"�����	 �� �3����
�

����������� ���� ����� �������� �������� ����	 �
 	�
� ���� ���	 �	 �
� ��� ��	��

�� �	 	�
�� ���� � �
�	�����
�� ������
� 
� ��� �
����	��� ������	 �� ��� ���� ����

���� ��� ����� ���� �	 �����	�� ������ 	�
���� 0��	 	������
 �	 ��	
 �����	�� �� ���

���	���� 
� �� 
������ ���� ��
�� ��� �
���� ���	� 0��� ��� �
����	��� ������	

������ ��� �� 5 * �����
��% ���� ��	���� �
 ��� �
��� �������� ����% ���
���
��

��� �
�����
� 
� � �
���� ��� ����� ��� �
		 
� ��
�	 �
�	 �
� �� � ������

���� 0�� 	��
����� 
� �
�
�� 3�����4�� �
�����	 �� ������ �
	�����	���� �
����	���	 
�
��8� �	 �������� �� 4��
 ������������ 0�� ������
�� 	������� 
� ��� �
�
���

�

�3����
�	 �
� � ����
������� ������� ������	����� �
����	��� �	 �
������ ��� �� �	

�
��� ���� ��� �
�
�� 3�����4�� �
���� �	 	��������� ��	��
�� �
����	 ����	�
� ���


��
 	����� 3�����4�� �
�����	� �� ����������� 	
����� ��� ���� �����������	�
���

�������������� 2�
		�"�����	 �� �3����
�% �� �	 �
��� ���� ��� ��
 	����� 3�����4��

�
�����	 ���������� 
��
�� ��������� 0��	 �
� ��
����	 �� ������������
� 
� ������

����������	 !$� �� 9�������� �� ���% "��	� #��� 9���� ��% (:&;&� )*&&*+,�

�<� 7� ����	������ ��� �������� �
��� 	����
���� �
���� ���	��� 	����	 �� ������ ��
���

�
	�����	���� �
����	���	 �
����� 
� � �
��
������ ����% ��� ��	
 ���	��� � ���

	����
���� ����� �
���� ���	���� 7� ��� ��� 	����
���� 	����	 
� ������4��� ���

������ �� ���
� �
�� �
� ��� 	����
���� 2�
		�"�����	 �� �3����
�% ��� 	���� ���



� �� �

�����	
 ��� ����
��	
 ����	�	�� �� ��� ������	�
 ������ �� ����	�
 ��� 
����������

	�
 ��
��	���� �����	��� ��� ��� ���������� ��
	���	���� ��� ������� ��� ���	���

�� 	���
���	�
 ��� �	������������ ������ 	�����!		 �����	��� "������� �� ����	�

����� �������� �������# ��� ����	����� ������ $��� �������� �� �� ���� ����
��	
����

��� �����	
���� ��������� ��� �����	
�� ��
�� ���� �� ��� 
������� 	� ���	
����

���� ���$# ��� 	� ������ �� �����	�������� ����������� ��� ���� ����	�	�
 
	�
���

����
�� �� �����	�������� 
������� ��� ������� ����� ����
����� ��� ���	� �����	
�

	� 	� $��!�� �	��	���	�� 
��������� �������# ��	�
 ������	���	��	�
 ��
��	�����

%� &� ����� ��� ����
	�� ��� ��
�� �� ���������� ��
	���	��� 	� $��!�� 	�����
�	�


�����'	����	� 
���������� $	��	� � ��	�� ����������� 
������ ��
��� ����� �������

��� ����
� ��	��� ��� ��� �	
����	�
 
����
�	�� ����� ���� ��� �� �� ��������	
����

��
��	�� 
������� $	�� ��� (�������)�
!���
��	����� ���� ������	���	�� ���

��� ��
�� �� ��� ��$���	�
 ����� ��� ����� �� ���	�	� 
������� ��� ���	��� �*�
���

+� ���	�	��# ���������	�� ������ 	� ���� �� ����	���	���� �����	� ��� �����	��������

�������� ���	��� ��
�� ���
��� �� ��� �
	����� �����


	Author: Mikko Möttönen
	Name: VORTICES AND ELEMENTARY EXCITATIONS IN DILUTE BOSE-EINSTEIN CONDENSATES
	Manuscript: 16.11.2004
	Date: 27.12.2004
	Mono: Off
	Arti: Yes
	Dept: Department of Engineering Physics and Mathematics
	Lab: Materials Physics Laboratory
	Research: Bose-Einstein condensates
	Opponent: Professor Henrik Smith
	Supervisor: Professor Martti M. Salomaa
	Instructor: Dr. Tech. Sami M. M. Virtanen
	Abstract: The condensation of weakly interacting alkali atom gases observed in 1995 is a manifestation of the macroscopic quantum phenomenon called Bose-Einstein condensation. In contrast to superconductivity and Helium superfluids, the dilute alkali atom condensates are directly observable using optical imaging techniques and they constitute highly controllable quantum systems. Hence, they offer an ideal test bench to investigate the applicability of quantum field theories and to predict the properties of the condensates starting from the first principles.

Since the first experimental realizations of dilute Bose-Einstein condensates, a great interest has been focused on this field, resulting in numerous experimental studies concerning, for example, nonlinear dynamics and the elementary excitations of these many-particle quantum systems. The existence of topological phase singularities, quantized vortices, first predicted theoretically and finally observed experimentally in 1999, led to another series of pioneering theoretical and experimental studies.

Several methods to create single-quantum vortices were realized already in 2001 but, however, the puzzle of creating multiply quantized vortices still remained. In this thesis, the so-called topological method to create two and four times quantized vortices is studied in detail. Since the instrumentation required for the experimental realization of the topological method had already been installed in many laboratories, the theoretical predictions of this thesis were experimentally verified shortly after their publication. Multiply quantized vortices are energetically unstable and tend to split into singly quantized vortices. However, the dissipation of energy in the condensates is minimal at low temperatures and, consequently, can lead to long lifetimes for the multiquantum vortices. Nevertheless, one prediction of this thesis is that the lifetimes of doubly quantized vortices are relatively short, owing to the known dynamical instability of the state. The splitting of the doubly quantized vortex has recently been observed experimentally.

The stability of vortices in dilute Bose-Einstein condensates is intimately related to the excitation spectrum of the stationary vortex state. However, developing an accurate, computationally feasible finite-temperature quantum field theory remains an open problem. In this thesis, we study the elementary excitations of an irrotational condensate within a recently developed systematic second order perturbation theory. The collapse and revival of certain elementary excitations is discovered.

The most recent studies of this thesis are devoted to stationary, but rotationally asymmetric vortex states. In weakly interacting condensates, a novel stationary state, a vortex tripole holding finite angular momentum is presented. Also the lowest elementary excitations of the so-called vortex dipole, tripole, and quadrupole states are studied.
	keywords: Bose-Einstein condensation, vortex, non-linear phenomena
	UDC: 530.145:532.527:538.941
	Pages: 49
	isbn-p: 951-22-7439-6
	isbn-e: 951-22-7440-X
	issn-p: 
	issn-e: 1456-3320
	publisher: Helsinki University of Technology, Materials Physics Laboratory
	distribution: 
	url: 
	url-e: Yes


