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i � ����� Γsat

i �	 
�� 	������

������
��
��� �
 �
	 ��$���� ��
 	�
���
����� %	��# θ ��	
��� �� Γ �	 ����

��� ��� �������� �	 ���� 	��� ������ ������ &�
� 
��
 ������	 c�� �	 �  �������

������ � �������� �� 
�� ��������# ������� θi ��� ������ ���� �� 
�� ��
�����

�������� ��� 
��	 	� ������ ��������  �������	�

H �� ���'� �	 �  ��
�#� ��
���� 
�� ����� ��� ��
���� ��
������� �� 
�� !��
(

��# 	�	
�� #�� ���	
�
� ��	�� �� 
�� ��	���� ��
���� ������
 ���	�
�� itarget�

)����	� 
��  �	
 ��*���
� �� 
�� ��
���� �∼++�,- 
� '..�.-� �	 /�
 ��!!��

��
�� 	������� ���	� ���� �	 ������ itarget �����	!���	 ���� 
� 
�� ������
 ���(

	�
� �� 
�� /�
 ��!!�� 	������ ����� 
�� ��������# #����
�� ���	�0
 �		��
�����

����#�� 1����� H ��� �� �������
�� �� 	�

��# ic = itarget �� ���'� �� 
�� /�


��!!�� 	������ ��� 	�� ��# H �	 �� ���2��

H =
1

kβ
sinh−1

⎛
⎝ itarget

−2i0μ
β

αc
Addμ

β
��

⎞
⎠

∣∣∣∣∣∣
flat

���2�

34��
��� ���2� ������	 	�� ��# 
�� ����� ��
���
 �$!����
�� ���!�
��# ����
���

� ��!�
��
���	 �� ��!!�� �����
��� ��� �$���
���� 5��
���� 
�� #�� ���	
�
��

���
��� �		��
����� ��
������	 
��
 �
 �	 ��
 �	 ���� 
�� ��	���
�  ����	 ��

�������� 
���	 ��	��� ��� ��
	��� 
��  ��� �	 �
 �	 
���� !��!��
����� ����
���	�


��
 ��
������ ��� 
�� ��� !����		 !������	� ���	 ���� ������ �!!����
 ����

���!����# 	�����
��
 ������
��
���	 ��	��� ��� ��
	��� 
��  �� �����# 
�� �����#

!����		�

6�		 
���	��� �� 
�� ���� 	���
��� ���	� ������ 
�2+� ��2−
4 � �+ ��� ���+

4

�	�
 �	��	

 ��� ����
�������� 
�
��� 	� ����
�	� ��� �������	� ���� 
��� ���

������	���������� �	�����	� ���! �

��



����� ���	 ���������� 	���
��	� �
2
�� ��� ���� �������� ��	��	��

D�� � 8.65 · 10−10 − 9.12 · 10−11 ln(c�� + clim)

D��4 � 12.9 · 10−10 − 13.6 · 10−11 ln(c��4 + clim)

D� � 70.8 · 10−10 − 35.2 · 10−11 ln(c� + clim)

D���4 � 10.5 · 10−10 − 5.24 · 10−11 ln(c���4 + clim)
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∂t
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Supp − Ndes
Supp + Ds
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∂X
nY

)2
)1/2

. �����

!�� 
������� ����� �
 �

�������� ���� � �
��
��
������ �� �
� ���"�� 
���� 
��	
���
� �
 �������� �� 
��
�
��� �
��� !�� �
��
��
������ ��� ��
� �� ���
���
��
�
 � ��
� �� ��� 
������� #���� �
 ��� $��
��%
 ��
����� &�'� �()

�� � �����	
�����
�� ��
�� ��� ��� �����
����� �
�� ������� �
 � ���� 
�"����
�� � ������
� ��� A0 �
 ��� ���"�� �� ��� ���� 
�"���� ����������� �� ���

�
����
� *�����*� ����" ���
������ +���� A0 = ((dX)2 + (dY )2)1/2� ���
� d
������
 ��� ������������� ��,�
���� ���
������

������� ��		�
��
� 
�������
�� 
�������
�� 
��� -��� �������" ����� �� �� �.	
����� 
�����
�� 
�
���� � ������
���� ���
������ 
�
��� �
 ������� ��� ��� �
��
������� A �
 ���� �
 ��� ������� �
�� ������� A0 ����� � ����	��#� 
�"���� �� ���

�
���� ��
�������" ��� 
�����
� �.�
� /� ����
��" ��� 0�
��
��� X	�.�
 �
 ���

����� ���
������ �.�
 ��� ��� 0�
��
��� Y 	�.�
 �
 ���  �
����� ���
������ �� ���
������
���� ���
������ 
�
��� ��
�� ����� ��� ��"���
 ���
������ �
 
������ ��
������ � �1 
�
����� ��������
 ��
 ��� �
�� �������
 ��� ��� ���"������  ����

��� ��
��� �� ��
������� �� ��� �.����� 
�����
�� ��
��

!�� ������� �
�� ������� �
�� �
 ���
 A0 = 2πX((dX)2 + (dY )2)1/2 ��� ��

�	

������"��� ��� �
�� ������� �������� ��� ��
 �� �� ��������� ���� ��� ����"�
�� ��� �������� ���� 
����
� ������ x/X ���2��

��



A = A0
x

X
‖ n ‖ �����

��� 	
��� �
�	����� 	��� �������	�� ��� ������	� ���������	���� �� ��� ����
‖ n ‖ � �� �� ��� ���� �	��� 
������ ��� �������� 	�� ��� ������	�� ��� ��������

����	�� ���������

��



�������� �

��������� ��	 �
� ��
 ���
�	

��������	 
 �� 
����
�� ����
���� 
� 
������	 ��� ����� 	���� �� ��� ���
��
������
���� ����� �� ����
���� ���� 
��� ��

!���� ��� �����	 
����
�� ����
� ������ �������� 
�� ������
��� 
� �� �"����

n =

⎛
⎝ nx

ny

⎞
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⎛
⎝ ∂y
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nX − ∂y

∂X
nY

∂x
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⎞
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⎞
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∂YT

⎞
⎠ "&�'#

(� "&�'#� ��� 
�)�������	
 ∂f/∂XT ��
 ∂f/∂YT ����� �� ��� �������������


���������	 
���������
 �� ��� �������	 ����
����� 
�
���
(

∂f
∂XT

, ∂f
∂YT

)�
= ∇T f |0�

����� ��� ������������		� ����	��	� �
 
���� ��� � ������ "&�'# �
 �������
 ��
�
��� ��� �����	�����
 �� �����
�� � ��� n ��
 ��������� ∇f ���� ��� �*+
����
��������� '�'� ��� ��
� �
 ��������������

��



�������� �

���������	
 ������� �� �
� ��



����	�� �������	


���� ������	 �� 
 ���������	 �� 
����
���	� 
	
 �
����
���	� ���
��
 �� ������
��	�
��� ����
��
	� �
�� �
�
	�� ���
���	 �	 ��
� ���� ������� ����	 ����� 
���

� ������ ��� ��	�
 ���� ������ ��
� �� ��� �
�	 �
����
� 
	
 ��� �����

!!�	
�����

∫
∂Ω

Γ̂
∂Γ

∂t
ds
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Γ̂

(
Nads − Ndes

) − Γ̂
Γ
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� ���� ����� �� ������
��
 �!�	 ��� �����	
� ���� ����� 
� 
��
���

������

∂Γ

∂t
= Nads − Ndes −∇T • (ΓvT ) − Γ (∇T • n) (v • n) + Ds∇2

T Γ �����

��� ����
�� 
����
����� �� �
	��	��
� 
�"���	��
� �!��
��� �∇T � �� ����	��
��

∇T =
(
I − nn�

)
: ∇� ����� �����

I �� ��� �
�	���� ��	��� 
	
 n ��� ����
�� �����
�
� 	���
� �������

#� �� �����	�$�
 ��
� ��� 	��
���	� ��� ��
	 ����
���� 
�� ���
� ���
�
���� ��

�"���	��
� �!��
���

∇T • n = ∇ • n ���%�


	
 ��
� ��� !��
��� �� ��� ����
�� ����
���� 
	
 ����
�� 	���
� �������� �
	
�� ������	 
� 
 ��� �� ���
� 
��
 ��
	�� 
	
 ��� �
	��	��
� �������� 
������	��
���&��

(∇ • n) (n • v) =
(
I − nn�

)
: ∇v −∇T • vT ���&�

��



�������� �	
� ��� ��	� ��� �
������� ��� ���������� �� � ������ ��	���	��� ����
� 
��	�� �
 ������ ��� ��� ��
� ���������� 
��� ���� �� ������

∇T • (ΓvT ) = ∇T Γ • vT + Γ (∇T • vT ) �����

�	
� �� �
  ���� ����
1

A

dA

dt
=

(
I − nn�

)
: ∇v. ���!�

"�����

∂Γ

∂t
= −∇T • (ΓvT ) − Γ (∇T • n) (v • n) + Ds∇2

T Γ

= −∇T • (ΓvT ) − Γ
(
I − nn�

)
: ∇v + Γ (∇T • vT ) + Ds∇2

T Γ

= −vT • ∇T Γ − Γ (∇T • vT ) − Γ
(
I − nn�

)
: ∇v + Γ (∇T • vT ) + Ds∇2

T Γ

= −vT • ∇T Γ − Γ
(
I − nn�

)
: ∇v + Ds∇2

T Γ

= −vT • ∇T Γ − Γ

(
1

A

dA

dt

)
+ Ds∇2

T Γ. ���#�

�����	����� ���#� ���� ��� ��� ���� �
 ���� �
 �
��	$ ��	���	% ��� �&������

���� � ��
� ��������� Γ̂� ��� ��������� ���� ��� ������ �� &��
���� ���'�� (�
����� ��� ��	% ���� ���� ��� )� ������� �� ��% ������ �
 ��� ������� ����������
��� 
������ ��*�
��� �����

∫
∂Ω

Γ̂
∂Γ

∂t
ds

=

∫
∂Ω

Γ̂

(
−∇T Γ • vT − Γ

1

A

dA

dt
+ Ds∇2

T Γ

)
ds

=

∫
∂Ω

Γ̂

(
−∇T Γ • vT − Γ

1

A

dA

dt

)
ds + Ds

∫
∂Ω

Γ̂∇T • (∇T Γ)ds

=

∫
∂Ω

Γ̂

(
−∇T Γ • vT − Γ

1

A

dA

dt

)
ds + Ds

∫
∂Ω

Γ̂∇T • (∇T Γ)ds

=

∫
∂Ω

Γ̂

(
−∇T Γ • vT − Γ

1

A

dA

dt

)
ds + Ds

∫
∂Ω

∇ • (Γ̂∇T Γ) −∇T Γ̂ • ∇T Γds

=

∫
∂Ω

Γ̂

(
−∇T Γ • vT − Γ

1

A

dA

dt
− Ds∇T Γ̂ • ∇T Γ

)
ds + Ds

∫
∂2Ω

n • (Γ̂∇T Γ)dp

���'�

+&������ ���'� %��	�
 ��� ��� ���� ��� ��� ��

 )�	���� �� ��� 
������� �

��		 �
 � ������)����� �� ��� )������% ���������
 �� ���� ���	
�� 
��
�� ∂Ω�
(� � ���������
����	 ����	 ��� 
������ �� )� ����		�� �
 ���������
����	 ����
�����
��� �
 �	��� ��� 
������� ��
 )��������
� ∂2Ω ���
 )���� ������	� �� dp �

� ����� �	������

��



���������� 	�
������� 
� �������
���
� ��
	��� ���� f �� � ������ 	����
�� ���
G �� � 	��
�� 	����
��� 
�
� ������ �� � ������� ����� ∇T �����
���

∇T • (fG) = (I − nn�) : ∇ • fG

= (I − nn�) : (∇f • G + f(∇ • G))

= (I − nn�) : ∇f • G + (I − nn�) : (∇ • G)f

= ∇T f • G + (∇T • G)f

���
����� �
�������
�� �� ����� ��������� ��
������� �� � 
��������������
����� �����
��� ����� 
�� 
��������� ��� ����� �� 
�� ���
����� ����� ���

����� � ������� �������
��� �� � ���� ������
 �������� ��	����� 
�� ��������

��� �����
��� ��
� � ��� �� �������
���� �� 
�� �����
���� �� 
�� 
���� 	��
����
�������� x ��� y �� ���
�� ��������
��� n = (nx, ny) ��� n2

x + n2
y = 1�

∇T = (I − nn�) : ∇ =

⎛
⎝ 1 − n2

x −nxny

−nxny 1 − n2
y

⎞
⎠ : ∇ =

⎛
⎝ n2

y
∂
∂x

− nxny
∂
∂y

n2
x

∂
∂y

− nxny
∂
∂x

⎞
⎠ .

 ����
��� !��
�������
" �� 
�� ������� ������ ��
� ∇T ������

∇T • n = n2
y

∂nx

∂x
− nxny

(
∂nx

∂y
+

∂ny

∂x

)
+ n2

x

∂ny

∂y
.

#���� �� 
�� ������ 	��
�� ����� 
�� ������ 	��
�� ��������
 �������������
����
��� 
� 
���������� �� 
�����

∂nx

∂y
= −ny

nx

∂ny

∂y
, ���

∂ny

∂x
= −nx

ny

∂nx

∂x

������

∇T • n = n2
y

∂nx

∂x
+ nxny

(
ny

nx

∂ny

∂y
+

nx

ny

∂nx

∂x

)
+ n2

x

∂ny

∂y

= (n2
y + n2

x)
∂nx

∂x
+ (n2

y + n2
x)

∂ny

∂y

=
∂nx

∂x
+

∂ny

∂y
= ∇ • n.

���
��
����
� 
� v ���
 vT ��	 vn $�� ��	����
 	�����
� v �� �� ��
������ ��
� ������� ��� 
� ���������� ��
� �
� 
�����
����
��������� !vT " ��� �������
��
������� !vn" ��������
�� %��
 ���� ��� 	��
�� �� 
�� �������& v = vT +vn� $��

��
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������ �	 (n•v)n
 ���	 �������	����� �	 ������� �� ��������
��� ������� 	��������� ��		 
������ �������� ��
��
 � ���������� �����������
�	 ����� ����


∇T • (Γv) = ∇T • (Γ(vT + vn))

= ∇T • (ΓvT + Γ(n • v)n))

= ∇T • (ΓvT ) + ∇T • (Γ(n • v)n))

= ∇T • (ΓvT ) + ∇T (Γ(n • v)) • n) + Γ(n • v)(∇T • n)

= ∇T • (ΓvT ) + Γ(n • v)(∇T • n)

= ∇T • (ΓvT ) + Γ(n • v)(∇ • n) ��
���

�� ��
��� ��� ���� ∇T (Γ(n • v)) • n �	  ��� 
� ��!������ 	���� ��� 	������ ���"
����� �	 ��#��	 ����� ��� 	������ ��� ���	 ������������� �� ��� 	������ ������$
#����
� ����� ��� ������� �����	  ���
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���������	�
� 
� vT • ∇T f �� ���������	
� �� ��
 �
 ��	�
 ���� �
 � �� �	�
�
vT • ∇T f � v • ∇T f � ���� ��� ��
 �
�	���� �	��	


� �� ��
 �	�
���� 


�

	� �
 ��
�

�������	�
��
�� ��

 �
����
� �
 � �	����	�����	�
����	
 ���� �
��
�

���� �����

� �������
� f ��
 �
 �
� ������ �������
� �	� 
�����
 Γ�

vT • ∇T f =
(
(I − nn�) : v

) • (
((I − nn�) : ∇)f

)
=

⎛
⎝ 1 − n2

x −nxny

−nynx 1 − n2
y

⎞
⎠

⎛
⎝ vx

vy

⎞
⎠ •

⎛
⎝ 1 − n2

x −nxny

−nynx 1 − n2
y

⎞
⎠

⎛
⎝ ∂

∂x

∂
∂y

⎞
⎠ f

=

⎛
⎝ n2

yvx − nxnyvy

n2
xvy − nxnyvx

⎞
⎠ •

⎛
⎝ n2

y
∂f
∂x

− nxny
∂f
∂y

n2
x

∂f
∂y

− nxny
∂f
∂x

⎞
⎠

=
(
n2

yvx − nxnyvy

)(
n2

y

∂f

∂x
− nxny

∂f

∂y

)

+
(
n2

xvy − nxnyvx

) (
n2

x

∂f

∂y
− nxny

∂f

∂x

)

= n2
yn

2
y

∂f

∂x
vx − nxnyn

2
y

∂f

∂x
vy − nxnyn

2
y

∂f

∂y
vx + n2

xn
2
y

∂f

∂y
vy

+ n2
xn

2
x

∂f

∂y
vy − nxnyn

2
x

∂f

∂y
vx − nxnyn

2
x

∂f

∂x
vy + n2

xn
2
y

∂f

∂x
vx

=

(
n2

yn
2
y

∂f

∂x
− nxnyn

2
y

∂f

∂y
− nxnyn

2
x

∂f

∂y
+ n2

xn
2
y

∂f

∂x

)
vx

+

(
n2

xn
2
y

∂f

∂y
− nxnyn

2
y

∂f

∂x
− nxnyn

2
x

∂f

∂x
+ n2

xn
2
x

∂f

∂y

)
vy

=

(
(n2

x + n2
y)n

2
y

∂f

∂x
− (n2

x + n2
y)nxny

∂f

∂y

)
vx

+

(
(n2

x + n2
y)n

2
x

∂f

∂y
− (n2

x + n2
y)nxny

∂f

∂x

)
vy

=

(
n2

y

∂f

∂x
− nxny

∂f

∂y

)
vx +

(
n2

x

∂f

∂y
− nxny

∂f

∂x

)
vy

=

⎛
⎝ vx

vy

⎞
⎠

⎛
⎝ n2

y
∂f
∂x

− nxny
∂f
∂y

n2
x

∂f
∂y

− nxny
∂f
∂x

⎞
⎠

= v • ∇T f ���  !

��
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��� �����	���� ��� 	��
	���	 �� ���� �� ���� ������ 

������ ���	�� �����	
	����� ����������	 �� 	�� ���	���� ������
� ��
����� ����
�� ��
�	�� ��� 	�� ��������� �� �� ����	 ��� 
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��� 
�� ��
��������	���
�
���� 
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� 	�� ���	�� ��������	� �������� 
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��
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�	��� 	�� x 
�� y����������� 
�� ���� 	� ����	� 	�� ����#��	
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��
���	��
� �������
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��������	��� �
�� ��	� $
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�
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� �������
	���
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	��� ������	������ %�	� 	���� �����	���� 	��
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��������	��� 
� ���� 
� 	�� 
��
��� ����
��	��� ��������� �
����

&
������ 	�� n 
�� v ���	��� 	�������� 
� n = (nx, ny) 
�� v = (vx, vy) ������
	�� ��������� �����	
	�����
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(I − nn) : ∇v −∇T • vT

=

⎛
⎝ 1 − n2

x −nxny

−nynx 1 − n2
y

⎞
⎠ :

⎛
⎝ ∂vx

∂x

∂vy

∂x

∂vx

∂y

∂vy

∂y

⎞
⎠ − (I − nn) : ∇ : (I − nn) : v

= ((1 − n2
x)

∂vx

∂x
− nxny

∂vy

∂x
− nynx

∂vx

∂y
+ (1 − n2

y)
∂vy

∂y
)

−
⎛
⎝ (1 − n2

x)
∂
∂x

− nxny
∂
∂y

−nynx
∂
∂x

+ (1 − n2
y)

∂
∂y

⎞
⎠ •

⎛
⎝ (1 − n2

x)vx − nxnyvy

−nynxvx + (1 − n2
y)vy

⎞
⎠

= n2
y

∂vx

∂x
− nxny

∂vy

∂x
− nynx

∂vx

∂y
+ n2

x

∂vy

∂y

− (n2
y

∂

∂x
− nxny

∂

∂y
)(n2

yvx − nxnyvy) − (n2
x

∂

∂y
− nynx

∂

∂x
)(n2

xvy − nynxvx)

= n2
y

∂vx

∂x
− nxny

∂vy

∂x
− nynx

∂vx

∂y
+ n2

x

∂vy

∂y

− n2
y

(
∂(n2

yvx)

∂x
− ∂(nxnyvy)

∂x

)
+ nxny

(
∂(n2

yvx)

∂y
− ∂(nxnyvy)

∂y

)

− n2
x

(
∂(n2

xvy)

∂y
− ∂(nxnyvx)

∂y

)
+ nxny

(
∂(n2

xvy)

∂x
− ∂(nxnyvx)

∂x

)

= n2
y

∂vx

∂x
− nxny

∂vy

∂x
− nynx

∂vx

∂y
+ n2

x

∂vy

∂y

− n2
y

(
n2

y

∂vx

∂x
− 2vxnx

∂nx

∂x

)
+ n2

y

(
nxny

∂vy

∂x
+ vy

(
ny − n2

x

ny

)
∂nx

∂x

)

+ nxny

(
n2

y

∂vx

∂y
+ 2vxny

∂ny

∂y

)
− nxny

(
nxny

∂vy

∂y
+ vy

(
nx −

n2
y

nx

)
∂ny

∂y

)

− n2
x

(
n2

x

∂vy

∂y
− 2vyny

∂ny

∂y

)
+ n2

x

(
nxny

∂vx

∂y
+ vx

(
nx −

n2
y

nx

)
∂ny

∂y

)

+ nxny

(
n2

x

∂vy

∂x
+ 2vynx

∂nx

∂x

)
− nxny

(
nxny

∂vx

∂x
+ vx

(
ny − n2

x

ny

)
∂nx

∂x

)

= (n2
y − n4

y − n2
xn

2
y)

∂vx

∂x
+ (n3

xny + nxn
3
y − nxny)

(
∂vy

∂x
+

∂vx

∂y

)
+ (n2

x − n4
x − n2

xn
2
y)

∂vy

∂y

+

(
2vxnxn

2
y + n2

yvy

(
ny − n2

x

ny

)
+ 2vynyn

2
x − nxnyvx

(
ny − n2

x

ny

))
∂nx

∂x

+

(
2vxnxn

2
y − nxnyvy

(
nx −

n2
y

nx

)
+ 2vynyn

2
x + n2

xvx

(
nx −

n2
y

nx

))
∂ny

∂y

������

��
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(n2
y − n4

y − n2
xn

2
y) = (n3

xny + nxn
3
y − nxny) = (n2

x − n4
x − n2

xn
2
y) = 0(

2vxnxn
2
y + n2

yvy

(
ny − n2

x

ny

)
+ 2vynyn

2
x + nxnyvx

(
ny − n2

x

ny

))
= (nxvx + nyvy)(

2vxnxn
2
y − nxnyvy

(
nx −

n2
y

nx

)
+ 2vynyn

2
x + n2

xvx

(
nx −

n2
y

nx

))
= (nxvx + nyvy)

��
 �����

(nxvx + nyvy)
∂nx

∂x
+ (nxvx + nyvy)

∂ny

∂y
= (n • v)(∇ • n) = (∇ • n)(n • v)

��
(I − nn�) • ∇v −∇T • vT = (∇ • n)(n • v).

�������� 	
 ��
� ��� ��
� ��� ����	��� �� ����� ��	� ��� ��� ���� �� �����������
��	� ����� ��� ��� ���� ��� ����	����� ���� − (

n� • ∇v • n
)
����	�

(
I − nn�

)
:

∇v �� �� �������� ���� ��� ������������	� ����� ∇ • v = 0�

− (n • ∇v • n) = −
(

nx ny

)
•

⎛
⎝ ∂vx

∂x

∂vy

∂x

∂vx

∂y

∂vy

∂y

⎞
⎠ •

(
nx ny

)

= −(n2
x

∂vx

∂x
+ nxny

∂vy

∂x
+ nynx

∂vx

∂y
+ n2

y

∂vy

∂y
)
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